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1 Problème.

Partie I :Fonctions moyennables.
1. Étude préliminaire.

Soient x, y deux éléments de M1, α et β deux nombres complexes donnés.
(a)- Par linéarité de l'intégrale, on véri�e que : MT (αx + βy) = αMT (x) + βMT (y).
(b)- La limite suivante :

lim
T→+∞

MT (αx + βy) = α lim
T→+∞

MT (x) + β lim
T→+∞

MT (y) = αM(x) + βM(y)

existe dans C Donc : αx + βy est moyennable c.à.d : αx + βy ∈M1.
De plus : M(αx + βy) = lim

T→+∞
MT (αx + βy) = αM(x) + βM(y).

Ainsi : M1 est un sous-espace vectoriel de F(R, C).(car il contient l'application
nulle)

(c)- Pour tout T > 0, on a :

|MT (x)−MT (y)| =
∣∣∣∣ 1T
∫ T

0
(x(t)− y(t))dt

∣∣∣∣ ≤ 1
T

∫ T

0
|x(t)− y(t)|dt.

De plus : 1
T

∫ T
0 |x(t)− y(t)|dt ≤ 1

T

∫ T
0 ||x− y||∞dt = ||x− y||∞.

Donc : |MT (x)−MT (y)| ≤ ||x− y||∞.
(d)- En faisant tendre T vers +∞ dans l'inégalité précédente, on obtient :

|M(x)−M(y)| ≤ ||x− y||∞.

(e)- Soit τ ∈ R.
(e-1) E�ectuons le changement de variable s = t− τ , alors :

MT (xτ ) =
1
T

∫ T

0
x(t− τ)dt =

1
T

∫ T−τ

−τ
x(s)ds.

En utilisant la relation de Chasles :

MT (xτ ) = MT (x) +
1
T

∫ 0

−τ
x(s)ds +

1
T

∫ T−τ

T
x(s)ds.

(e-2) On a : lim
T→+∞

1
T

∫ 0
−τ x(s)ds = 0,

car
∫ 0
−τ x(s)ds est une constante complexe.
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(e-3) Pour τ �xé et tout T > 0, on a :∣∣∣∣ 1T
∫ T−τ

T
x(s)ds

∣∣∣∣ ≤ 1
T
|T − (T − τ)|.||x− y||∞ =

|τ |
T
||x− y||∞.

Puisque : lim
T→+∞

|τ |
T ||x− y||∞ = 0, car |τ | est une constante réelle.

Alors : lim
T→+∞

1
T

∫ T−τ
T x(s)ds = 0.

(e-4) Des 3 questions précédentes et puisque lim
T→+∞

MT (x) = M(x) existe dans C

Alors : lim
T→+∞

MT (xτ ) = lim
T→+∞

MT (x) = M(x) existe dans C.

Par suite : xτ est moyennable et on a : M(xτ ) = M(x).
(f)- Par récurrence :
(i) Pour n = 2, si x1, x2 sont moyennables et α1, α2 sont complexes, alors d'après

(I − 1− b) :
2∑

k=1

αkxk est moyennable et M

(
2∑

k=1

αkxk

)
=

2∑
k=1

αkM(xk).

(ii) Soit n ≥ 2, supposons que pour toutes fonctions x1, x2, . . . , xn moyennables et

tous complexes α1, α2, . . . , αn alors
n∑

k=1

αkxk est moyennable et que :

M

(
n∑

k=1

αkxk

)
=

n∑
k=1

αkM(xk).

Soient x1, x2, . . . , xn, xn+1 moyennables et α1, α2, . . . , αn, αn+1 des complexes.

On a :
n∑

k=1

αkxk et xn+1 sont moyennables.

Donc :
n+1∑
k=1

αkxk =
n∑

k=1

αkxk + αn+1xn+1 est moyennables et on a :

M

(
n+1∑
k=1

αkxk

)
= M

(
n∑

k=1

αkxk

)
+ αn+1xn+1 =

n∑
k=1

αkM(xk) + αn+1M(xn+1).

c.à.d : M

(
n+1∑
k=1

αkxk

)
=

n+1∑
k=1

αkM(xk).

(iii) Conclusion : pour tout n ≥ 2, toutes fonctions x1, x2, . . . , xn moyennables

et tous complexes α1, α2, . . . , αn alors
n∑

k=1

αkxk est moyennable et on a :

M

(
n∑

k=1

αkxk

)
=

n∑
k=1

αkM(xk).

2. Un premier exemple.
Pour tout réel ω, on dé�nit la fonction eω : t 7→ eiωt.
(a) Dérivées nèmes de eω.
(a-1) la fonction eω est de classe C∞ sur R, car c'est la composée des deux fonc-
tions : t 7→ ωt et t 7→ eit de classe C∞ sur R.

(a-2) On montre facilement par récurrence que pour tout n ∈ N et tout réel t :

e(n)
ω (t) = (iω)neiωt.

(a-3) Pour tout n ∈ N et tout réel t, on a :

e(2n)
ω (t) = (−1)nω2neiωt et e(2n+1)

ω (t) = i(−1)nω2n+1eiωt.
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(a-4) D'après la question précédente et pour ω = 1, on trouve :

e
(2n)
1 (t) = cos(2n)(t) + i sin(2n)(t) = (−1)neit = (−1)n(cos(t) + i sin(t)).
Par identi�cation : cos(2n)(t) = (−1)n cos(t) et sin(2n)(t) = (−1)n sin(t).
De même : e

(2n+1)
1 (t) = cos(2n+1)(t) + i sin(2n+1)(t) = i(−1)neit.

c.à.d : e
(2n+1)
1 (t) = (−1)n(i cos(t)− sin(t)).

Par identi�cation : cos(2n+1)(t) = (−1)n+1 sin(t) et sin(2n+1)(t) = (−1)n cos(t).
(a-5) Voir la question précédente.
(a-6) Voir le cours.
(a-7) Pour n ∈ [|0, 2|] : le calcul est simple.
Pour n ≥ 3 on a : f(t) = t2eω(t) = g(t)eω(t),avec g(t) = t2 .
Donc d'après la formule de Leibniz :

f (n)(t) =
n∑

k=0

Ck
ng(k)(t)e(n−k)

ω (t) =
2∑

k=0

Ck
ng(k)(t)e(n−k)

ω (t)+
n∑

k=3

Ck
ng(k)(t)e(n−k)

ω (t).

La deuxième sommation est nulle, car g(k)(t) = 0, pour tout k ≥ 3.
Ainsi : f (n)(t) = t2(iω)neiωt + 2nt(iω)n−1eiωt + n(n− 1)(iω)n−2eiωt.
c.à.d : f (n)(t) = (iω)n−2

(
−t2ω2 + 2intω + n(n− 1)

)
eω(t).

(b) Moyenne de eω.
(b-1) Si ω est non nul et T > 0, alors :

MT (eω) = 1
T

∫ T
0 eiωtdt = 1

iωT

[
eiωt
]T
0

= i(1−eiωt)
ωT = ie

iωT
2 (e

−iωT
2 −e

iωT
2 )

ωT .
D'après les formules d'Euler, on obtient :

MT (eω) =
2e

iωT
2 sin(ωT

2 )
ωT

.

(b-2) Si ω est non nul, alors :

lim
T→+∞

|MT (eω)| = lim
T→+∞

∣∣∣∣2e
iωT
2 sin(ωT

2
)

ωT

∣∣∣∣ = lim
T→+∞

∣∣∣∣2 sin(ωT
2

)

ωT

∣∣∣∣ = 0

Car :

∣∣∣∣2 sin(ωT
2

)

ωT

∣∣∣∣ ≤ 2
|ω|T et lim

T→+∞
2

|ω|T = 0.

Donc : lim
T→+∞

MT (eω) = 0.

Ainsi : eω est moyennable et que M(eω) = 0.
(b-3) Par linéarité de l'intégrale, on a pour tout T > 0 :

MT (cos) + iMT (sin) = MT (eω) = 2e
iωT
2 sin(ωT

2
)

ωT .
Par identi�cation des parties réelles et imaginaires, on a :

MT (cos) =
2 cos(ωT

2 ) sin(ωT
2 )

ωT
=

sin(ωT )
ωT

et MT (sin) =
2 sin2(ωT

2 )
ωT

=
1− cos(ωT )

ωT
.

(b-4) On a : lim
T→+∞

MT (cos) + iMT (sin) = lim
T→+∞

MT (eω) = 0.

Donc : lim
T→+∞

MT (cos) = lim
T→+∞

MT (sin) = 0.

Par suite : sin et cos sont moyennables et M(sin) = M(cos) = 0.
(b-5) On a : MT (e0) = 1

T

∫ T
0 1dt = 1 et lim

T→+∞
MT (e0) = 1.

Donc : e0 est moyennable et M(e0) = 1.
(c) On rappelle qu'une fonction périodique non constante n'admet pas de limites ni
en +∞ ni en −∞.
Il est évident que la fonction e1 est 2π-périodique non constante.
Donc elle n'admet pas de limites ni en +∞ ni en −∞.
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(d) Il est évident que si ω 6= 0, la fonction eω est 2π
ω -périodique non constante.

Donc elle n'admet pas de limites ni en +∞ ni en −∞.
Si ω = 0, e0 est constante égale à 1 :
Donc : lim

t→+∞
e0(t) = lim

t→−∞
e0(t) = 1.

3. Exemple d'une fonction non moyennable.
On considère la fonction x0 dé�nie par :{

x0(t) = ei ln(t+1) si t > 0
x0(t) = 0 si t ≤ 0

(a) D'après les théorèmes généraux, x0 est continue sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[.
Et on a : lim

t→0−
x0(t) = 0 et lim

t→0+
x0(t) = 1.

Donc : x0 est continue par morceaux sur R, de plus :{
|x0(t)| = 1 si t > 0
|x0(t)| = 0 si t ≤ 0

Donc : |x0(t)| ≤ 1, pour tout réel t.
Par suite : x0 ∈ B.

(b) Soit T > 0.Par intégration par parties, et en posant :{
u(t) = ei ln(t+1) ; u′(t) = i

t+1ei ln(t+1)

v′(t) = 1 ; v(t) = t

Alors : MT (x0) = ei ln(T+1) − i

T

∫ T

0

tei ln(t+1)

t + 1
dt.

(c) E�ectuons le changement de variable s = ln(t+1), c.à.d : t = es−1 et dt = esds :

MT (x0) =
1
T

∫ ln(T+1)

0
eisesds =

1
T

∫ ln(T+1)

0
e(i+1)sds

MT (x0) =
1

(i + 1)T
[
eises

]ln(T+1)

0
=

T + 1
(i + 1)T

ei ln(T+1) − 1
(i + 1)T

.

(d) On a : lim
T→+∞

∣∣∣ 1
(i+1)T

∣∣∣ = lim
T→+∞

1√
2T

= 0 ⇒ lim
T→+∞

1
(i+1)T = 0.

Mais : T 7→ ei ln(T+1) n'admet pas de limite en +∞.
Donc : T 7→ MT (x0) n'admet pas de limite en +∞.
Ainsi : x0 n'est pas moyennable.

4. Cas particuliers.
(a) Soit x une fonction continue non constante de B, périodique de période P > 0.
Notons que x est bornée, donc elle ne peut pas tendre vers ±∞ en ni +∞ ni en
−∞.
(a-1) Supposons que x admet l comme limite complexe en +∞.
Soit t ∈ R, on a pour tout n ∈ N : x(t + nP ) = x(t).
D'après le théorème de composition des limites, pour tout réel t :

l = lim
n→+∞

x(t + nP ) = lim
n→+∞

x(t) = x(t).

c.à.d : la fonction x est constante, ceci est absurde.
Par suite : x n'admet pas de limite en +∞.
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(a-2) Supposons que x admet l comme limite complexe en −∞.
Soit t ∈ R, on a pour tout n ∈ N : x(t− nP ) = x(t).
D'après le théorème de composition des limites, pour tout réel t :

l = lim
n→+∞

x(t− nP ) = lim
n→+∞

x(t) = x(t).

c.à.d : la fonction x est constante, ceci est absurde.
Par suite : x n'admet pas de limite en −∞.

(a-3) Soit a ∈ R, d'après la relation de Chasles :∫ a+P

a
x(t)dt =

∫ 0

a
x(t)dt +

∫ P

0
x(t)dt +

∫ a+P

P
x(t)dt.

En posant : s = t− P , on obtient :
∫ a+P
P x(t)dt =

∫ a
0 x(s)ds = −

∫ 0
a x(t)dt.

Ainsi pour tout réel a :
∫ a+P
a x(t)dt =

∫ P
0 x(t)dt.

(a-4) Soit T > 0, d'après la relation de Chasles, on a :

MT (x) =
1
T

∫ T

0
x(t)dt =

1
T

E( T
P )−1∑

k=0

∫ (k+1)P

kP
x(t)dt +

1
T

∫ T

E( T
P )P

x(t)dt

En appliquant la question précédente, on obtient :

MT (x) =
1
T

E( T
P )−1∑

k=0

∫ P

0
x(t)dt +

1
T

∫ T

E( T
P )P

x(t)dt.

Donc : MT (x) =
E
(

T
P

)
T

∫ P

0
x(t)dt +

1
T

∫ T

E( T
P )P

x(t)dt.

D'une part : 1
P −

1
T ≤

E( T
P )

T ≤ 1
P ⇒ lim

T→+∞

E( T
P )

T = 1
P .

D'autre part : ∣∣∣∣∣ 1T
∫ T

E( T
P )P

x(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ T − E
(

T
P

)
P

T
||x||∞ <

P

T
.

Or : lim
T→+∞

P
T = 0 ⇒ lim

T→+∞
1
T

∫ T
E( T

P )P x(t)dt = 0.

Donc : lim
T→+∞

MT (x) = 1
P

∫ P
0 x(t)dt.

Par suite x est moyennable et sa moyenne est M(x) = 1
P

∫ P
0 x(t)dt.

(b) Si x est une fonction constante égale à c, on véri�e que, pour tout T > 0 :

MT (x) = c ⇒ lim
T→+∞

MT (x) = c.

Donc x est moyennable et sa moyenne M(x) = c.
(c) Soit x une fonction de B telle que lim

t→+∞
x(t) = c, où c est un complexe.

(c-1) Question de cours.
(c-2) Soit ε > 0, on a : lim

t→+∞
x(t) = c.

Donc : il existe A > 0, pour tout réel t : t ≥ A ⇒ |x(t)− c| ≤ ε
2 .

Soit T ≥ A, on a :

|MT (x)− c| =
∣∣∣∣ 1T
∫ T

0
(x(t)− c)dt

∣∣∣∣ = 1
T

∣∣∣∣∫ A

0
(x(t)− c)dt +

∫ T

A
(x(t)− c)dt

∣∣∣∣ .
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Donc : |MT (x)−c| ≤ 1
T

∫ A

0
|x(t)−c|dt+

1
T

∫ T

A
|x(t)−c|dt ≤ A

T
(||x||∞+|c|)+ 1

T

∫ T

A

ε

2
dt.

Donc : |MT (x)− c| ≤ A

T
(||x||∞ + |c|) +

(T −A)
T

ε

2
≤ A

T
(||x||∞ + |c|) +

ε

2
.

Puisque : lim
T→+∞

A
T (||x||∞ + |c|) = 0.

Alors, il existe A′ > 0 tel que : T ≥ A′ ⇒ A
T (||x||∞ + |c|) ≤ ε

2 .
Posons A” = max(A,A′), on a : pour tout ε > 0, il existe A” > 0 tel que :
T ≥ A” ⇒ |MT (x)− c| ≤ ε.
c.à.d : lim

T→+∞
MT (x) = c.

Par suite : x est moyennable et sa moyenne est M(x) = c.
(c-3) f est continue, donc continue par morceaux sur R et |f | est majorée par 1.
Donc : f ∈ B.
De plus : lim

t→+∞
|f(t)| = lim

t→+∞
1√

t2+1
= 0.

D'où : lim
t→+∞

f(t) = 0.

D'après la question précédente : f est moyennable et sa moyenne est nulle.

Partie II : Fonctions de carré moyennable.
Notons que la fonction x ∈ B est de carré moyennable si et seulement si la fonction |x|2
est moyennable et que la moyenne quadratique de x est égale à la moyenne de |x|2.

1. Étude de quelques exemples.
(a) Si x est une fonction constante égale à c, alors |x|2 est constante égale à |c|2.
D'après (I − 4− b) : |x|2 est moyennable et M(|x|2) = |c|2.
Donc : x est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est M(|x|2) = |c|2.

(b) On a : |eω|2(t) = |x0|2(t) = 1, pour tout t > 0.
D'où : lim

+∞
|eω|2 = lim

+∞
|x0|2 = 1

Donc d'après la question (I − 4− c− 2) : |eω|2 et |x0|2 sont moyennables, et on a :

M(|eω|2) = M(|x0|2) = 1.

Par suite : |eω|2 et |x0|2 sont de carré moyennables et leur moyenne quadratique
commune c'est 1.

(c) On a : MT

(
|f |2

)
= 1

T

∫ T
0

dt
t2+1

= arctan(T )
T .

Donc : lim
T→+∞

MT

(
|f |2

)
= lim

T→+∞
arctan(T )

T = 0.

D'où : f est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est nulle.
On peut le prouver aussi en utilisant la question (I − 4− c− 2).

(d) Soit x une fonction de B telle que lim
t→+∞

x(t) = 0.

Donc : lim
t→+∞

|x|2(t) = 0.

Et d'après la question (I − 4− c− 2) : |x|2 est moyennable et M(|x|2) = 0.
c.à.d : x est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est nulle.

2. Structure de l'ensemble M2.

(a) Question de cours.
(b) Question de cours.
(c) Soient x et y deux fonctions de M2, on a :

|MT

(
|x|2
)
−MT

(
|y|2
)
| ≤ 1

T

∫ T

0

∣∣|x(t)|2 − |y(t)|2
∣∣ dt =

1
T

∫ T

0
|(|x(t)| − |y(t)|)| (|x(t)|+ |y(t)|) dt.

Or : |x(t)|+ |y(t)| ≤ ||x||∞+ ||y||∞ et : |(|x(t)| − |y(t)|)| ≤ |x(t)−y(t)| ≤ ||x−y||∞.

Donc : |MT

(
|x|2
)
−MT

(
|y|2
)
| ≤ 1

T

∫ T

0
(||x||∞ + ||y||∞) ||x−y||∞dt = (||x||∞ + ||y||∞) ||x−y||∞.
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(d) Supposons que M2 est stable par combinaison linéaire.
Puisque : x0 ∈M2 et U ∈M2 (évident).
Alors : y = x0 + U ∈M2 et y = x0 + iU ∈M2.
c.à.d : |y|2 ∈M1 et |z|2 ∈M1.
D'où : 1

2(|y|2 − |z|2) ∈M1, car M1 est stable par combinaison linéaire.
Un calcul élémentaire, montre que : x0 = 1

2(|y|2 − |z|2).
Donc : x0 ∈M1, ceci est absurde.
Ainsi : l'ensemble M2 n'est pas stable par combinaison linéaire.
Il en résulte que l'ensemble M2 n'est pas un espace vectoriel.

3. Fonctions comparables.
Notons que deux fonctions x et y de M2 sont comparables si, et seulement si, la
fonction xy∗ est moyennable et on a : < x, y >= M(xy∗).
(a) Soient x et y deux fonctions de M2 telles que, pour tout (α, β) ∈ C2 :

αx + βy ∈M2.
(a-1) On a : |x + y|2 = |x|2 + |y|2 + (xy∗ + x∗y) = |x|2 + |y|2 + 2Re(xy∗) : évident.
(a-2) On a : |x+ iy|2 = |x|2 + |y|2 + i(x∗y+xy∗) = |x|2 + |y|2−2iIm(xy∗) :évident.
(a-3) D'après les deux questions précédentes :

xy∗ = 1
2

[
|x + y|2 − |x|2 − |y|2 + i(|x + iy|2 − |x|2 − |y|2)

]
.

Comme : x + y, x + iy, x et y sont dans M2.
Alors : |x + y|2, |x + iy|2, |x|2 et |y|2 sont moyennables.
Donc : xy∗ est moyennable c.à.d : x et y sont comparables.
En intégrant |x + y|2 = |x|2 + |y|2 + 2Re(xy∗), on obtient :

MT

(
|x + y|2

)
= MT (|x|2) + MT (|y|2) + 2MT (xy∗).

En faisant tendre T vers +∞, on ait :

M
(
|x + y|2

)
= M(|x|2) + M(|y|2) + 2Re(< x, y >).

(b) Si x et y sont orthogonales dans M2, on a :
MT

(
|αx + βy|2

)
= |α|2MT (|x|2) + |β|2MT (|y|2) + 2αβ)MT (xy∗)

et lim
T→+∞

MT (xy∗) =< x, y >= 0.

Donc : lim
T→+∞

MT

(
|αx + βy|2

)
= |α|2M(|x|2) + |β|2M(|y|2) existe.

Donc : αx + βy ∈M2 et M
(
|αx + βy|2

)
= |α|2M(|x|2) + |β|2M(|y|2).

(c) D'après la question précédente : M
(
|x + y|2

)
= M(|x|2) + M(|y|2).

C'est le théorème de Phytagore.
(d) Si ω1 6= ω2, on a pour tout T > 0 :

MT (eω1e
∗
ω2

) = 1
T

∫ T
0 exp (i(ω1 − ω2)t) dt =

[
1

(ω1−ω2)T exp (i(ω1 − ω2)t)
]T
0
.

Donc : MT (eω1e
∗
ω2

) = exp(i(ω1−ω2)t)−1
(ω1−ω2)T .

D'où :
∣∣MT (eω1e

∗
ω2

)
∣∣ ≤ 2

|ω1−ω2|T .

Or : lim
T→+∞

2
|ω1−ω2|T = 0.

Donc : < x, y >= lim
T→+∞

MT (eω1e
∗
ω2

) = 0.

Par suite : eω1 et eω2 sont orthogonales.
? ? ? ? ? ? ? ? ??

On peut montrer que si x et y sont comparables, alors 1 :

| < x, y > | ≤
√

M(|x|2)
√

M(|y|2)

4. Propriétés de l'application < ., . >.

1c'est ce qu'on appelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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(a) Notons que (αx)∗ = αx∗.
(a-1) Par linéarité de l'intégrale, on a :

MT ((αx1 + βx2)y∗) = MT (αx1y
∗ + βx2y

∗) = αMT (x1y
∗) + βMT (x2y

∗).
En faisant tendre T vers +∞, on obtient :

< αx1 + βx2, y >= α < x1, y > +β < x2, y > .

(a-2) Par linéarité de l'intégrale, on a :
MT (x(αy1 + βy2)∗) = MT

(
αxy∗1 + βxy∗2

)
= αMT (x1y

∗) + βMT (x2y
∗).

En faisant tendre T vers +∞, on obtient :

< x,αy1 + βy2 >= α < x, y1 > +β < x, y2 > .

(b) Généralisation par récurrence.

(b-1) On montre par récurrence que : <
n∑

k=1

αkxk, y >=
n∑

k=1

αk < xk, y >.

(b-2) On montre par récurrence que : < x,
n∑

k=1

βkyk >=
n∑

k=1

βk < x, yk >.

(c) On a :

< x, x >=<

n∑
k=1

ckeωk
,

n∑
j=1

cjeωj >=
n∑

k=1

ck < eωk
,

n∑
j=1

cjeωj >=
n∑

k=1

n∑
j=1

ckcj < eωk
, eωj > .

D'où : < x, x >=
∑
k 6=j

ckcj < eωk
, eωj > +

n∑
k=1

ckck < eωk
, eωk

>.

Or : k 6= j ⇒< eωk
, eωj >= 0 et < eωk

, eωk
>= M(|eωk

|2) = 1.

Donc : < x, x >= M(|x|2) =
n∑

k=1

|ck|2.

Partie III : Fonction de corrélation.
1. Exemples de fonctions stationnaires.

(a) Soit x une fonction constante, égale à c, alors x.(xτ )∗) est constante égale à |c|2,
pour tout réel τ .
Donc : MT (x.(xτ )∗) = |c|2, pour tous réels τ et T .
D'où : lim

T→+∞
MT (x.(xτ )∗) = |c|2 existe, pour tout réel τ .

c.à.d : x est stationnaire et γx(τ) = |c|2, pour tout réel τ .
Notons que γx est aussi constante.

(b) Si ω = 0, alors e0 est constante égale à 1.
Donc : elle est stationnaire γe0 est constante égale à 1.
Supposons que ω 6= 0, pour tous tous réels τ et T :

MT (eω.((eω)τ )∗) =
1
T

∫ T

0
eiωteiω(t−τ)dt =

1
T

∫ T

0
eiωτdt = eiωτ .

Donc : lim
T→+∞

MT (eω.((eω)τ )∗) = eiωτ existe, pour tout réel τ .

Par suite : eω est stationnaire et sa fonction de corrélation γeω = eω.
(c) On remarque que x est stationnaire si, et seulement si, x.(xτ )∗ est moyennable.

On a : x.(xτ )∗(t) =
(

n∑
k=1

cke
iωkt

)
.

(
n∑

j=1
cje

iωj(τ−t)

)
=

n∑
k=1

n∑
j=1

ckcje
iωjτ .ei(ωk−ωj)t

est moyennable, car c'est une combinaison linéaire de fonctions moyennables.
Ainsi : x est stationnaire, et on a :

MT (x.(xτ )∗) =
1
T

∫ T

0

n∑
k=1

n∑
j=1

ckcje
iωjτ .ei(ωk−ωj)tdt =

n∑
k=1

n∑
j=1

ckcje
iωjτMT (eωk−ωj ).
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On a vu que si ωk−ωj 6= 0 :M(eωk−ωj ) = lim
T→+∞

MT (eωk−ωj ) = 0 et que M(e0) = 1.

Donc si on fait tendre T vers +∞, on obtient, pour tout réel τ :

γx(τ) = M(x.(xτ )∗) =
n∑

k=1

ckcke
iωkτ =

n∑
k=1

|ck|2eiωkτ .

2. Propriétés.
(a) Soit x une fonction stationnaire, pour τ = 0, on a : xτ = x.
Donc : x.(xτ )∗ = |x|2.
Or : M(|x|2) = M(x.(xτ )∗) = γx(0) existe, car x est stationnaire.
Donc : x est de carré moyennable.

(b) Soient τ ∈ R et T > 0, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|MT (x.(xτ )∗)| =
∣∣∣∣ 1T
∫ T

0
x(t)xτ (t)dt

∣∣∣∣ ≤ 1
T

∫ T

0
|x(t)||xτ (t)|dt ≤ 1

T

(∫ T

0
|x(t)|2dt

) 1
2
(∫ T

0
|xτ (t)|2dt

) 1
2

Donc : |MT (x.(xτ )∗)| ≤
(

1
T

∫ T

0
|x(t)|2dt

) 1
2
(

1
T

∫ T

0
|xτ (t)|2dt

) 1
2

Donc : |MT (x.(xτ )∗)| ≤
(
MT (|x|2)

) 1
2
(
MT (|xτ |2

) 1
2

En faisant tendre T vers +∞, on obtient, pour tout réel τ :

|γx(τ)| ≤
(
M(|x|2)

) 1
2
(
M(|xτ |2

) 1
2 = M(|x|2) = γx(0)

Car : M(|xτ |2) = M(|x|2),pour tout τ ∈ R.
(c) Notons que si f ∈ B, a et b réels :

∫ b
a f(t)dt =

∫ b
a f(t)dt.

En particulier : MT (f) = MT (f) = MT (f∗).
On considère un réel τ :

γ∗x(τ) = lim
T→+∞

MT (x.(xτ )∗) = lim
T→+∞

MT (x.(xτ )∗) = MT (x∗.xτ )

C.à.d :

γ∗x(τ) = lim
T→+∞

1
T

∫ T

0
x∗(t)x(t− τ)dt = lim

T→+∞

1
T

∫ T−τ

−τ
x∗(s + τ)x(s)ds.

D'après la relation de Chasles :

γ∗x(τ) = lim
T→+∞

(
1
T

∫ 0

−τ
x(s)x∗(s + τ)ds +

1
T

∫ T

0
x(s)x∗(s + τ)ds +

1
T

∫ T−τ

T
x(s)x∗(s + τ)ds

)
.

Puisque, pour T > 0 :
∣∣∣ 1
T

∫ 0
−τ x(s)x∗(s + τ)ds

∣∣∣ ≤ |τ |.||x||2∞
T et lim

T→+∞
|τ |.||x||2∞

T = 0.

Alors : lim
T→+∞

1
T

∫ 0
−τ x(s)x∗(s + τ)ds = 0.

De même :
∣∣∣ 1
T

∫ T−τ
T x(s)x∗(s + τ)ds

∣∣∣ ≤ |τ |.||x||2∞
T = 0 et lim

T→+∞
|τ |.||x||2∞

T = 0.

Donc : lim
T→+∞

1
T

∫ T−τ
T x(s)x∗(s + τ)ds = 0.

Par suite : γ∗x(τ) = lim
T→+∞

1
T

∫ T
0 x(s)x∗(s + τ)ds = γx(−τ).

(d) Soient ω et τ deux réels :

MT (y.(yτ )∗) =
1
T

∫ T

0
eiωtx(t)eiω(τ−t)x∗(t− τ)dt =

eiωτ

T

∫ T

0
x(t)x∗(t− τ)dt

Donc : lim
T→+∞

MT (y.(yτ )∗) = eiωτγx(τ).

Par suite : y est stationnaire et pour tout τ ∈ R :

γy(τ) = γx(τ)eiωτ .
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(e) Soit z une fonction 1-périodique dans B.
On véri�e facilement que les fonctions zτ , (zτ )∗, et z.(zτ )∗ sont 1-périodique et
sont dans B.
Et d'après (I − 4− a− 4) : z.(zτ )∗ est moyennable et on a :
γz(τ) = M(z.(zτ )∗) =

∫ 1
0 z(t).z∗(t− τ)dt existe.

Donc : z est stationnaire et pour tout réel τ :

γz(τ + 1) =
∫ 1

0
z(t).z∗(t− τ − 1)dt =

∫ 1

0
z(t).z∗(t− τ)dt = γz(τ).

Ainsi : γz est aussi 1-périodique.

3. Coe�cients de Fourier complexes.
(a) Calculs préliminaires.
(a-1) On a : sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
Et on a : cos(a + b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b).

(a-2) On a : sin(a− b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b).
Et on a : cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

(a-3) On a : sin(a) sin(b) = 1
2 (cos(a− b)− cos(a + b)).

Et on a : cos(a) cos(b) = 1
2 (cos(a + b) + cos(a− b)).

(a-4) On a : sin(a) cos(b) = 1
2 (sin(a + b) + sin(a− b)).

(b) Les fonctions x, y et z sont continues sur R, 1-périodiques et bornées.
Donc elles appartiennent à B.

(c) Calcul des coe�cients de Fourier.
(c-1) Coe�cients de Fourier de la fonction x :
Tout calcul fait, et en utilisant (III − 3− a− 3) et (III − 3− a− 4), on trouve :

∀k ∈ Z \ {−1, 1} : ak = 0; a−1 =
1
2
; a1 =

−1
2

.

(c-2) Coe�cients de Fourier de la fonction y :
De même on trouve :

∀k ∈ Z \ {−1, 1} : ak = 0; a−1 =
1
2
; a1 =

1
2
.

(c-3) Coe�cients de Fourier de la fonction z :
De même on trouve :

∀k ∈ Z \ {1} : ak = 0; a1 = 1.

(d) Fonctions de corrélation.
(d-1) D'après (I − 2− b− 1) et pour ω = 2π, on trouve :

MT (z) =
eiπT sin(πT )

πT
.

Par identi�cation de parties réelles et parties imaginaires, on trouve :

MT (x) =
sin2(πT )

πT
.

MT (y) =
cos(πT ) sin(πT )

πT
=

sin(2πT )
2πT

.

(d-2) Soient T > 0 et τ un réel, on a :

MT (x.(xτ )∗) =
1
T

∫ T

0
sin(2πt) sin(2πt−2πτ)dt =

1
2T

∫ T

0
(cos(2πτ)− cos(4πt− 2πτ)) dt
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MT (x.(xτ )∗) =
1

2T

(
T cos(2πτ)− 1

4π
[sin(4πt− 2πτ)]T0

)
Donc : MT (x.(xτ )∗) = cos(2πτ)

2 − sin(4πT−2πτ)
8πT − sin(2πτ)

8πT .
En faisant tendre T vers +∞, on obtient :

∀τ ∈ R; γx(τ) =
cos(2πτ)

2

(d-3) Soient T > 0 et τ un réel, on a :

MT (y.(yτ )∗) =
1
T

∫ T

0
cos(2πt) cos(2πt−2πτ)dt =

1
2T

∫ T

0
(cos(2πτ) + cos(4πt− 2πτ)dt)

MT (y.(yτ )∗) =
1

2T

(
T cos(2πτ) +

1
4π

[sin(4πt− 2πτ)]T0

)
Donc : MT (y.(yτ )∗) = cos(2πτ)

2 + sin(4πT−2πτ)
8πT + sin(2πτ)

8πT .
En faisant tendre T vers +∞, on obtient :

∀τ ∈ R; γy(τ) =
cos(2πτ)

2

(d-4) Notons que z = e2π, donc d'après la question (III − 1− b) :

γz = γe2π = e2π = z.

(e) Soit ω ∈ R\2πZ, donc ω − 2πk 6= 0, pour tout k ∈ Z, ainsi :

ak =
∫ 1

0
ei(ω−2πk)tdt =

ei(ω−2πk)T − 1
i(ω − 2πk)

.

Donc :

ak =
2 sin((ω − 2πk)T

2 )
ω − 2πk

ei(ω−2πk)T
2 .

FIN
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