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Corrigé

1 Probléme.

Partie I :Fonctions moyennables.
1. Etude préliminaire.
Soient x, y deux éléments de M1, a et 3 deux nombres complexes donnés.
(a)- Par linéarité de U'intégrale, on vérifie que : M (ax + By) = aMyp(x) + M7 (y).
(b)- La limite suivante :
Jim Mr(aw+fy) = a_lm Mr()+ 5 lm Mr(y) = aM(z) + SM(y)
existe dans C Donc : ax + Sy est moyennable c.a.d : ax + By € M;.
De plus : M(ax + By) = TlirJIrl Mr(ax + By) = oM (z) + SM(y).
— 400
Ainsi : M est un sous-espace vectoriel de F(R,C).(car il contient I’application

nulle)
(c)- Pour tout "> 0, on a :

T T
M(a) = M) = |5 [ (ol = w0t < 7 [ 1ote) - e

T T
De plus : 7 [y [2(t) —y(t)ldt < 7[5 [lo = yllocdt = ||z — ylloo.
Done : [Mr(2) — Mr(y)] < ||z — lln.
(d)- En faisant tendre T vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient :

[M () = M(y)| < [Jz = ylloo-

(e)- Soit 7 € R.
(e-1) Effectuons le changement de variable s =t — 7, alors :

T T—1
Mrp(z;) = ;/} x(t —7)dt = ;/ x(s)ds.

-7

En utilisant la relation de Chasles :

0 T—1
Mrp(z;) = Mp(x) + ;/_ z(s)ds + / x(s)ds.

(e-2) On a : TETOO + fix(s)ds =0,

car fET x(s)ds est une constante complexe.
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(e-3) Pour 7 fixé et tout 7> 0, on a :

1 T—1
‘T / x(s)ds
T

Puisque : lim g—‘Hx — 9y||oo = 0, car |7| est une constante réelle.
T—+o00

1 T
< LT @ == e = Dl vl

Alors : _lim L [T77x(s)ds = 0.
ors T—IH-loonT x(s)ds =0
(e-4) Des 3 questions précédentes et puisque Tlim My (z) = M(zx) existe dans C
— 400
Alors : lim Myp(z,) = lim Myp(z) = M(z) existe dans C.
T—+o00 T—+o00

Par suite : z; est moyennable et on a : M (z,) = M (x).
(f)- Par récurrence :

(i) Pour n = 2, si x1,x2 sont moyennables et aq, s sont complexes, alors d’aprés

2 2 2

(I —1-=05): > apry est moyennable et M (Z akxk> = > apM(zy).
k=1 k=1 k=1

(ii) Soit m > 2, supposons que pour toutes fonctions x1, g,

..., T, moyennables et
n

tous complexes aq, o, ..., q, alors Y apry est moyennable et que :

k=1
n n
M Z opTE | = Z apM ().
k=1 k=1
Soient x1,x2,...,Zn, Tnr1 Moyennables et a1, ag, ..., ap, oyt des complexes.
n
On a: ) axg et xp41 sont moyennables.
k=1
n+1 n
Donc : > apxp = Y. arZk + Qpi41Tnp+1 st moyennables et on a :
k=1 k=1
n+1 n n
M Z agzg | =M Zakﬂfk + 01Tyl = Z%M(xk) + anp1 M (2py1).
k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
cad: M| > apxg | = > arpM(zy).
k=1 k=1
(iii) Conclusion : pour tout n > 2, toutes fonctions 1, z9,...,x, moyennables
n

et tous complexes oy, ag, ..., ay, alors Y agxy est moyennable et on a :

k=1

M (Z Oék.%'k> = ZakM(xk)
k=1 k=1

2. Un premier exemple.
Pour tout réel w, on définit la fonction e, : t — e™“?
(a) Dérivées némes de ¢,.

(a-1) la fonction e, est de classe C* sur R, car c¢’est la composée des deux fonc-
tions : t +— wt et t — e de classe C*° sur R.

(a-2) On montre facilement par récurrence que pour tout n € N et tout réel ¢ :
e (t) = (iw)"e™!.
(a-3) Pour tout n € N et tout réel ¢, on a :

e((u2n) (t) _ (_l)nw2neiwt et egn-&-l)(t) _ i(_l)nw2n+leiwt_



(a-4) D’apres la question précédente et pour w = 1, on trouve :
P (1) = cos® (1) + i sin) (£) = (—1)neit =

(—1)™(cos(t) + isin(t)).

Par identification : cos®™(¢) = (—1)" cos(t) et sin®™ (¢) = (—1)"sin(t).

De méme : e§2n+l)(t) = cos ) (1) 4+ i sinC®P ) (1) = i(—1)et.
cad : e (4) = (=1)"(i cos(t) — sin(t)).

Par identification : cos?" T () = (—1)"*1sin(t) et sin®"*+1(¢)

(a-5) Voir la question précédente.

(a-6) Voir le cours.

(a-7) Pour n € [|0,2]] : le calcul est simple.
Pour n >3 on a: f(t) = t?e,(t) = g(t)ew
Donc d’aprés la formule de Leibniz :

(t),avec g(t) = t2 .

(—=1)™cos(t).

2 n
k=0 k=3

La deuxiéme sommation est nulle, car g¥)(¢) = 0, pour tout k > 3.

Ainsi : f()(t) = £2(iw)"e™! + 2nt(iw)™ et + n(n — 1) (iw)"2e™t,

cad: f(t) = (iw)" 2 (—t?w? + 2intw + n(n — 1)) ey (t).

(b) Moyenne de e,,.
(b-1) Si w est non nul et 7' > 0, alors :
) i iwT  —iwT  iwT
Mr(e,) = 1 Jy @'dt = g [e']g = Tz = e e =)
D’apres les formules d’Euler, on obtient :
iwT
2¢ 2 sin(4l)
M =27
rlew) wT
(b-2) Si w est non nul, alors :
iwT
. 2¢ 2 sin(<l) . 2sin(«L)
P [Mrley)| = lim | =2 = lim =520 =0
Car 2sin(57) < et lim 5= =0.
wT \w|T T~>+oo| | -
Donc : lim Mr(e,) =0.
T——+o00

Ainsi : e, est moyennable et que M (e,) = 0.

(b-3) Par linéarité de I'intégrale, on a pour tout T'> 0 :
wT
Mr(cos) + iMrp(sin) = Mr(ey,) = %Tw;;l(”
Par identification des parties réelles et imaginaires, on a :
2cos(“L)sin(“L)  sin(wT) 2sin?(2L) 1 — cos(wT)
M — 2 2/ _ t Mp(sin) = 2 - = :
r(cos) wT wT c r(sin) wT wT
(b-4) Ona: lim Mrp(cos)+iMp(sin) = lim Mr(e,) = 0.
T—400 T—+o00

Donc :

lim My (sin) = 0.
T—+o00

lim Myp(cos) =
T—+o0
Par suite : sin et cos sont moyennables et M (sin) = M(cos) = 0.
(b-5) On a: Mrp(eo) = = fo 1dt =1 et hm Mr(eg) =
+

Donc : ey est moyennable et M(eg) = 1.

(¢) On rappelle qu'une fonction périodique non constante n’admet pas de limites ni

en +o00 ni en —oo.
Il est évident que la fonction ey est 2w-périodique non constante.
Donc elle n’admet pas de limites ni en +00 ni en —oo.



(d) 11 est évident que si w # 0, la fonction e,, est 27“ -périodique non constante.
Donc elle n’admet pas de limites ni en +00 ni en —oo.
Si w =0, ey est constante égale & 1 :
Donc : lim ep(t) = lim eg(t) = 1.
t—-+o0 t——o0

3. Exemple d’une fonction non moyennable.
On considére la fonction xg définie par :

zo(t) = D) g ¢ >0
xo(t) =0 st <0

(a) D’aprés les théorémes généraux, z( est continue sur | — oo, 0 et sur |0, +oo].

Et ona: lim zo(t) =0 et lim zo(t) = 1.
t—0— t—0t
Donc : xg est continue par morceaux sur R, de plus :

lzo(t)| =1 si t>0
|zo(t)] =0 si t<0

Donc : |zo(t)| < 1, pour tout reéel t.
Par suite : zg € B.
(b) Soit T' > 0.Par intégration par parties, et en posant :

t+1

u(t) — iln(t+1) : u’(t) — _i_oiln(t+1)
V() =1 ; v(t) =t

o Ty iln(t+1)
) _ iln(T+1) _ © tet T
Alors : Mrp(zg) =e T/o = dt.

(¢) Effectuons le changement de variable s = In(t+1), c.a.d: t = e®*—1 et dt = e®ds :

1 ln(T+1) . 1 ln(T+1) .
My (zo) = / eeds = / et D3
0 T 0

T
1 is syn(@+1) _ TH+1 i) 1
M = = T NT
(7o) (i+ 1T [e%e ]0 (i+1)T +1)T
' X 1 o . 1 : 1 _

Mais : T — ¢!2(T+1) n’admet pas de limite en +oo.
Donc : T — Mp(z) n’admet pas de limite en +oo.
Ainsi : xg n’est pas moyennable.

4. Cas particuliers.

(a) Soit = une fonction continue non constante de B, périodique de période P > 0.
Notons que x est bornée, donc elle ne peut pas tendre vers 00 en ni +00 ni en
—00.

(a-1) Supposons que x admet [ comme limite complexe en +oc.
Soit t € R, on a pour tout n € N: z(t + nP) = z(t).
D’aprés le théoréme de composition des limites, pour tout réel ¢ :
l= lim z(t+nP)= lm xz(t)==z(t).
n—-—+00 n—-—+00
c.a.d : la fonction z est constante, ceci est absurde.
Par suite : x n’admet pas de limite en +o0.



(a-2) Supposons que z admet [ comme limite complexe en —oc.
Soit t € R, on a pour tout n € N: z(t — nP) = z(t).
D’aprés le théoréme de composition des limites, pour tout réel ¢ :
l= lim z(t—nP)= lm z(t) = xz(t).
n—-+o0o n—-+o0o
c.a.d : la fonction z est constante, ceci est absurde.

Par suite :  n’admet pas de limite en —oo.
(a-3) Soit a € R, d’apres la relation de Chasles :

Zf+Px@ﬁﬁ:iloxﬁﬁ#+:épx@ﬁh4—j:+Px@yﬁ

En posant : s =t — P, on obtlent faHD fo s)ds = — f(? x(t)dt.
Ainsi pour tout réel a : faa+P = fo
(a-4) Soit T' > 0, d’apres la relation de Chasles, on a :
1 (T 1 E(F)-1 (k+1)P 1 (T
Mrp(x) = / z(t)dt = — / x(t)dt + / x(t)dt
)y T 2 e T Ju(h)r

T E(5)P
E() o 1 o B(E) 1
D’ t:h— 4 << L= | Pl =1
unepart : 5 — 5 < —~ < p T_l)ffoo T P
D’autre part :
1 (7 % p
T/ ] < B) L) < =
B(%)P
Or: lim £=0= 1 t)dt =0
re lm 7 T_lff Tng x(t)
Donc : hm Mrp(
oo r(r) = 5 fo
Par suite = est moyennable et sa moyenne est M(z) = & fo

(b) Si x est une fonction constante égale a ¢, on verlﬁe que pour tout T >0:

Mr(z) =c= lim Mrp(x)=c
T—+o00
Donc x est moyennable et sa moyenne M (z) = c.
(c) Soit x une fonction de B telle que . liin x(t) = ¢, on ¢ est un complexe.
— T 00

(c-1) Question de cours.
(c-2) Soit e >0,ona: lim z(t) =c.

t—+o00

Donc : il existe A > 0, pour tout réel t : t > A = |x(t) —c| < §.

Soit T> A, on a :
My (z) — | = ‘;/OT(:v(t)—c)dt‘ :% /OA(x(t)—c)dt—l—/;(x(t)—c)dt‘.

5



Done : |Mr(x) |<1/A| (t) !dt+1/T! ()—cldt < 2 (|Jal oo+ )+1/T6dt
onc: |Mp(x c_TOx c TA:U cldt < = ([|z]loote 7/, 3
A (T—A)€ A €
: —c < 00 7 9 ™ () 5"
Done : |Mr(z) — c| < (lfelloe + e} + T2 < Zllalloo +1el) + &

Pui o i = = 0.
uisque :  lim 2llzlloo + 1el)

Alors, il existe A’ >0 tel que : T > A’ = %(||x||OO +c]) < 5.
Posons A” = maz(A, A’), on a : pour tout € > 0, il existe A” > 0 tel que :
T>A = |Mp(z)—c|l <e.
ad: i M =c.
c.a THHEOO r(x)=c

Par suite :  est moyennable et sa moyenne est M (x) = c.
(c-3) f est continue, donc continue par morceaux sur R et | f| est majorée par 1.

Donc : f € B.
= o1
De plus : tlgrnoo’f( )‘ = 751

D’ou : tggloof(t)
D’apres la question précédente : f est moyennable et sa moyenne est nulle.
Partie II : Fonctions de carré moyennable.
Notons que la fonction 2 € B est de carré moyennable si et seulement si la fonction |x|?
est moyennable et que la moyenne quadratique de z est égale 4 la moyenne de |z|2.
1. Etude de quelques exemples.
(a) Si z est une fonction constante égale a c, alors |z|? est constante égale a |c|2.
D’aprés (I —4 —b) : |z|? est moyennable et M (|z|?) = |c|?.
Donc : = est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est M (|x]?) = |¢|?.
(b) On a : |ey|?(t) = |zo|?(t) = 1, pour tout t > 0.
D’ou : lim |e,|? = lim |zo|? = 1
+00 +o0
Donc d’aprés la question (I —4 —c—2) : |ey|? et |z|? sont moyennables, et on a :

M(leo|*) = M(Jzof*) = 1.
Par suite : |e,|? et |x|? sont de carré moyennables et leur moyenne quadratique
commune c’est 1.

( ) On a: My (’f| ) T T _dt _ arct;n(T).

0 t2+1 )
Donc: lim M — lim &<tan) _ g
T—-+4o00 T (|f| ) T—+o00 T

D’ou : f est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est nulle.
On peut le prouver aussi en utilisant la question (I —4 — ¢ — 2).
(d) Soit z une fonction de B telle que tli+m z(t) =0.
— 100

Donc : lim |z|%(t) = 0.
t——+o00

Et d’aprés la question (I —4 — ¢ — 2) : |z|? est moyennable et M (|z|?) = 0.
c.a.d : x est de carré moyennable et sa moyenne quadratique est nulle.
2. Structure de ’ensemble M.

(a) Question de cours.

(b) Question de cours.
(c) Soient x et y deux fonctions de My, on a :

(M (ja) M (wP) | < 7 / 20 — y(6)?| dt = = / (e(®)] — [y (1)) + [y () dt

Or: [z(O)]+|y(®)] < [[#]loo +[ylloo et = [([2()] — [y < [2(8) =y(B)] < |2 = ylloo-

1 T
Done : |Mr (|z*) =Mz (Jy1?) | < T/o (1#]lso + [|Ylloo) lz=yllocdt = (||2||oc + [Ylloc) [l2—Y]loo-



(d) Supposons que Ms est stable par combinaison linéaire.
Puisque : zg € My et U € My (évident).
Alors :y =20+ U € My et y =x¢ + iU € Mo.
cad: |yl € My et |22 € M.
Dot : 1(|y|? — |2|?) € My, car M est stable par combinaison linéaire.
Un calcul élémentaire, montre que : o = 3(|y|* — |2|?).
Donc : xg € My, ceci est absurde.
Ainsi : 'ensemble My n’est pas stable par combinaison linéaire.
11 en résulte que ’ensemble My n’est pas un espace vectoriel.

3. Fonctions comparables.
Notons que deux fonctions z et y de Mz sont comparables si, et seulement si, la
fonction zy* est moyennable et on a : < z,y >= M (zy™*).
(a) Soient x et y deux fonctions de My telles que, pour tout (o, 3) € C? :
ax + By € Ma.
(a-1) Ona: [z +y|? = |22+ |y|? + (xy* + z*y) = |2|® + |y|? + 2Re(zy*) : évident.
(a-2) Ona: |z+iy]> = |22+ |y> +i(z*y+zy*) = |z]|* + |y|? — 2iIm(xy*) :évident.
(a-3) D’apres les deux questions précédentes :
vy* =5 [l +yP = [2l? =y +i(le + iy — |z — [y[*)].
Comme : x + y,x + iy, x et y sont dans M.
Alors : |z +y|?, |z + iy|?, |z|? et |y|? sont moyennables.
Donc : zy* est moyennable c.a.d : z et y sont comparables.
En intégrant |z + y|? = |z|> + |y|? + 2Re(xy*), on obtient :

Mr (|2 +y[?) = Mr(2]*) + Mr(|y[*) + 2Mr(zy").
En faisant tendre T vers +o0, on ait :
M (|l +y[*) = M(|z*) + M(Jy|*) + 2Re(< 2,y >).

(b) Si x et y sont orthogonales dans Ms, on a : B
Mr (laz + By|?) = |a> Mr(|2]?) + |8 Mr(ly|*) + 208) Mr(zy*)
et Tlim Mr(zy*) =< z,y >=0.
——400

Donc : Tlim My (|az + By|?) = |a* M (|z|*) + |B]*M (|y|?) existe.
— 400

Donc : az + By € My et M (jaz + Byl?) = [a?M(|z[2) + |8 M(Jy]?).
(¢) D’aprés la question précédente : M (|z + y[?) = M(|z[*) + M(|y|?).
C’est le théoréeme de Phytagore.

(d) Siw; # wa, on a pour tout 7' >0 :
T

Myewely) = 4 Jy eap(ifwr —wa)t)dt = [ryreap (i(w —wo)t)|

i (w1 —wa )t)—1
Donc : Mr(ew, €},) = W'
D’ou :‘MT(ewlejuz)‘ S W
Or: lim 0.

T—+oc0 fwr=walT ™
Donc: <,y >= lim Mr(ey,e€f,) = 0.
T—+o00

Par suite : e, et e,, sont orthogonales.
* kK ok Kk kK kk

On peut montrer que si « et y sont comparables, alors ! :
| <@,y > | <V M(j2?) v/ M(yl?)

4. Propriétés de I’application < .,. >.

Le’est ce qu’on appelle I’inégalité de Cauchy-Schwarz.



(a) Notons que (ax)* = az*.
(a-1) Par linéarité de l'intégrale, on a :
Mr ((axy + Brz2)y*) = M7 (ax1y™ + Bray®) = aMyp(z1y*) + SMp(x2y™).
En faisant tendre T vers +oo, on obtient :

<ary+ Bro,y >=a<z,y>+0 < x0,y > .

(a-2) Par linéarité de l'intégrale, on a :

My (z(ay1 + By2)*) = My (Qxy} + Bays) = aMyp(z1y*) + BMp(z2y*).
En faisant tendre T vers +oo, on obtient :

<zoyr + P >=a <,y >+0<x,y > .

(b) Généralisation par récurrence.
n

n
(b-1) On montre par récurrence que : < Y. Tk, Yy >= Y. 0 < Tk, Y >.

k=1 k=1
n no__
(b-2) On montre par récurrence que : < x, » Bryr >= . Op < T, Yk >.
k=1 k=1
(c) On a :
n n n n n n
<z, x >=< chewk, chewj >= ch < ewk,chewj >= Zch?j < Cups Cwj > -
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

n

Dot : <x,x >= ) c)Cj < €uys Cw; >+ D ChCh < iy, Cuy, >
k£j k=1

Or: k#j=<ey,ew >=0et <ey, ey >= M(\eka) =1.

n
Donc : < x,z >= M(|z|?) = 3 |ci]?.
k=1

Partie III : Fonction de corrélation.

1. Exemples de fonctions stationnaires.
(a) Soit x une fonction constante, égale a ¢, alors x.(z,)*) est constante égale a |c|?,
pour tout réel 7.
Donc : My (z.(x,)*) = |c|?, pour tous réels 7 et T.
D’ou : TEIEOO Mr(z.(x,)*) = |c|? existe, pour tout réel 7.

c.a.d : x est stationnaire et v, (7) = |c|?, pour tout réel 7.
Notons que 7, est aussi constante.

(b) Siw =0, alors eg est constante égale a 1.
Donc : elle est stationnaire 7., est constante égale a 1.
Supposons que w # 0, pour tous tous réels 7 et T :

1 T 1 [T . 4
Mrp(ey.((ew)r)™) = / eWeiw(t=—)dt = / e“Tdt = e"T.
T Jo T Jo
Donc : Tlim Mr(ey.((e,)r)*) = €T existe, pour tout réel 7.
— 400

Par suite : e, est stationnaire et sa fonction de corrélation v, = e,.
(¢) On remarque que x est stationnaire si, et seulement si, z.(z,)* est moyennable.
On a: x.(z)*(t) = [ 3 cre™st ) [ G0 | = 3 3 epejeiim.ellwr—wi)t
k=1 j=1 k=1j=1
est moyennable, car c¢’est une combinaison linéaire de fonctions moyennables.
Ainsi : x est stationnaire, et on a :

1 T n n . ' n o n '
Mp(x.(z:)*) = T /0 Z Z ckcfjewﬂ.e’(“’k*“"j)tdt = Z Z e’ My (ew,—w,; )

k=1 j=1 k=1 j=1



On avu que si wy—w; # 0:M(ew,—w;) = Tlim Mr(ey;,—w;) = 0et que M(eg) = 1.
——+00

Donc si on fait tendre 1" vers +oco, on obtient, pour tout réel 7 :

n n
Yo (T) = M(x.(2:)") = ch@ei“” = Z |eg|2etrT,
k=1 k=1

2. Propriétés.
(a) Soit x une fonction stationnaire, pour 7 =0, on a : x, = .
Donc : z.(z,)* = |z|?.
Or : M(|z|*) = M(x.(z,)*) = 7.(0) existe, car x est stationnaire.
Donc : x est de carré moyennable.
(b) Soient 7 € R et T > 0, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|Mp(z.(z:)")| = ‘;/OTx(t)xT(t)dt’ < ;/OT |x(t) ||z (¢)]|dt < % </0T |g;(t)|2dt>% (/OT |a:T(t)|2dt>é

Donc : |Mr(z.(z-)")| < <; /OT\:c(t)|2clt>é (; /0T|x7(t)|zdt>%

Donc : |Mrp(z.(z:)*)] < (MT<|x12))% (MTOwTP)%

En faisant tendre T vers +oo, on obtient, pour tout réel 7 :

()] < (M(12P)) 2 (M(J2-P)? = M(JaP) = 7:(0)
Car : M(|z,|?) = M(|z|?),pour tout 7 € R.
(c) Notons que si f € B, a et b réels : f; ft)dt = f; f()at
En particulier : Mp(f) = My (f) = Mp(f*).

On considére un réel 7 :

() = plim Mrla(en)?) = Jim M@ (er)) = Mr(".ar)

N

C.ad:
1 T 1 T—1
Vi) = lim — / SOt — Tyt = lim ~ / (s + 7)2(s)ds.
0 -7

T—+oco T’ T—+oco T’

D’aprés la relation de Chasles :

Vi(7) = lim (; /0 r(s)a*(s + 7)ds + o /OTx(s):E*(S—i—T)ds . /T_Tx(s):v*(s—i—T)ds) .

T—+o0 -7 T

: .10 * |7].] |13 : B o
Puisque, pour 7' > 0 : ‘—fiT x(s)z* (s +7')d5‘ < % et Tlirilm - ;f” =0
Alors : 11111 T f x(s)x*(s + 7)ds = 0.
D : )7 x < Il — g ey pim I

e méme Tx(s)x*(s + T)ds T Oe L 0
Donc : hrf = f Tx(s)x*(s + T)ds = 0.
Par suite : vi(7) = TETOO T fo z(s)z* (s + 7)ds = vz (—7).
(d) Soient w et 7 deux réels :
1 T ) eiw‘r T
Mr(y.(4:)") = / ez ()T (t — 7)dt = = / z(t)z* (t — 7)dt
0 0

Donc : lim Mrp(y.(y.)*) = e“Ty,(7).
T—+o0
Par suite : y est stationnaire et pour tout 7 € R :

WwT

Yy(T) = 72(T)e



(e) Soit z une fonction 1-périodique dans B.
On vérifie facilement que les fonctions z, (z;)*, et z.(z;)
sont dans B.
Et d’aprés (I —4 —a —4) : z.(z;)* est moyennable et on a :
* 1 * -
Yo (T) = M(2.(27)*) = [y 2(t).2*(t — 7)dt existe.
Donc : z est stationnaire et pour tout réel 7 :

* sont 1-périodique et

1 1
7Z(T+1):/O z(t).z*(t—T—l)dt:/O 2(t).2*(t — T)dt = 7 (7).

Ainsi : 7, est aussi 1-périodique.

3. Coefficients de Fourier complexes.
(a) Calculs préliminaires.
(a-1) On a : sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
Et on a : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
(a-2) On a : sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).
Et on a : cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
(a-3) On a : sin(a)sin(b) = 5 (cos(a — b) — cos(a + b)).
Et on a : cos(a) cos(b) = 3 (cos(a + b) + cos(a — b)).
(a-4) On a : sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b)).
(b) Les fonctions x,y et z sont continues sur R, 1-périodiques et bornées.
Donc elles appartiennent a B.
(c) Calcul des coefficients de Fourier.
(c-1) Coefficients de Fourier de la fonction x :
Tout calcul fait, et en utilisant (I// —3—a—3) et (1] —3—a—4), on trouve :

1 -1
VEe Z\{-1,1}:ar=0; a_1==; a1=—.
2 2
(c-2) Coefficients de Fourier de la fonction y :
De méme on trouve :
1 1
VkEZ\{—l,l}:akZO; a71:§; a1:§.

(c-3) Coefficients de Fourier de la fonction z :
De méme on trouve :

VkEZ\{l}:ak:(); ap = 1.

(d) Fonctions de corrélation.
(d-1) D’apres (I —2 —b—1) et pour w = 27, on trouve :
™ sin(nT
MT(Z) = 7TT( )

Par identification de parties réelles et parties imaginaires, on trouve :

sin?(m
My(z) = W(TT)
My(y) = cos(wT;;in(ﬁT) _ sinQ(i;T).

(d-2) Soient T'> 0 et 7 un réel, on a :

I I
Mp(z.(x:)*) = T/o sin(27t) sin(2nt—277)dt = 2T/0 (cos(2nT) — cos(4nt — 27T)) dt
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My (. (a:)) = 5 (T cos(2n7) — - [sin(d - 27TT)]OT>

™

. %\ __ cos(27T) sin(4xT—27T) sin(277)
Donc : My (z.(x,)") = =5 — ST — T

En faisant tendre T' vers +oo, on obtient :

2
VreR;, ~.(1)= cos(27rr)
(d-3) Soient T'> 0 et 7 un réel, on a :
e I
Mr(y.(y:)*) = T/ cos(27t) cos(2mt—27T)dt = oT (cos(2nT) + cos(4nt — 2mT)dt)
0 0

Mr(y-(y2)") = % (T cos(277) + i[sm(m P —-—) )

Donc : MT(y<yT)*) — COS(227I'T) + Sin(47g£;27r'r) + sirg(i;T).

En faisant tendre T vers +oo, on obtient :

2
VreR;, (1) = COS(27TT)

(d-4) Notons que z = eg, donc d’aprés la question ([IT —1—b) :
Yz = Year = €2 = 2.

(e) Soit w € R\27Z, donc w — 2wk # 0, pour tout k € Z, ainsi :

1 i(w—2mk)T
0

i ok
Donc : . T
o — 2sin((w — 27k) 5) pilw—2mk) T
w— 21k
FIN
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