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Ce devoir surveillé est composé d’un probléme formé de trois parties dépendantes.
1l est extrait du concours Centrale-Supelec-2005-MP-mathématiques 1.
Les éléves sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la
précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour ’appréciation de
la copie.
Tout essai de plagiat ou de fraude sera sévérement puni.
Les résultats de calcul devront étre centrés et encadrés.
Souligner pour séparer deux réponses consécutives, et surtout n’oublier pas de laisser une
bonne marge pour la notation et les remarques du correcteur.

1 Probléme.

On dira qu’une fonction définie de R vers C est continue par morceaux, si elle est
continue sur tout segment [a,b] de R sauf peut étre en un nombre fini de points de |[a, b],
ot elle admet des limites finies & droite et & gauche.

On admet que la somme (respectivement le produit) de deux fonctions continues par

morceaux, est continue par morceaux.

Dans tout ce probléme B désigne I'ensemble des fonctions bornées continues par morceaux

de R vers C. Pour tout = € B, on note |||/ = sup|z(t)], et si o < t1 < ... <ty sont les
teR

points de discontinuité de x sur le segment [a, b], on rappelle que :

/a ’ a(t)dt = nf /t:“ (1)t

k=0
Une telle intégrale possede toutes les propriétés de l'intégrale d’une fonction continue, en
particulier :
(i) La propriété de linéarité.
(m‘ﬁmmﬁkggm@uaﬁagb
(ii) |J7 2()dt] < (b~ a)lalloo, si 0 < b.
Partie I :Fonctions moyennables.

Pour tout x € B, on appelle moyenne de z, s’il existe le nombre complexe :
1 T
M(z) = TEIEOO Mr(z) avec Mr(z) = T/o z(t)dt.

On dira, dans ce cas que la fonction x est moyennable.
Et on notera M; I’ensemble des fonctions moyennables appartenant a B.



1. Etude préliminaire.
Soient x, y deux éléments de M1, a et # deux nombres complexes donnés.
(a)- Montrer que Mr(ax + fBy) = aMr(x) + BMr(y).
(b)- Montrer que ax + By € Mj et que M (ax + By) = aM(z) + BM (y). *
(¢)- Montrer que |Mr(z) — Mr(y)| < ||z — ylloo-
(d)- En déduire que |[M(x) — M (y)| < ||z — y||oo-

On dira que les fonctions My et M sont lipchitziennes pour la norme ||.||so

(e)- Pour tout 7 € R, on définit la fonction =, par : z.(t) = x(t — 7).

(e-1) Montrer que My (z,) = Mrp(z) + fBTx(s)ds + 1 giT x(s)ds.
Indication : utiliser le changement de variable s = ¢t — 7, puis la relation de
Chasles.

(e-2) Verifier que Tlir}rlw + f_OT z(s)ds = 0.

(e-3) Montrer que TEIEOO + fgiT z(s)ds = 0.

(e-4) Montrer que z, est moyennable et que M(z) = M (z,).

(f)- Montrer que pour tout n > 2, toutes fonctions x1,xs,...,z, moyennables et
n
tous complexes oy, ag,...,q, alors Y axxj est moyennable et on a :
k=1

M (Z Ozk:L’k> = Z Osz(.Tk)
k=1 k=1

2. Un premier exemple.
Pour tout réel w, on définit la fonction e, : t +— e
(a) Dérivées némes de ¢,,.

iwt

(a-1) Dire pourquoi la fonction e, est de classe C* sur R?
(a-2) Montrer par récurrence que pour tout n € N et tout réel ¢, on a :
el () = (iw)"e™.
(a-3) Préciser les valeurs de ) (t) et egnﬂ)(t), pour tout n € N et tout réel t.
(a-4) En déduire les dérivees d’ordre 2n et 2n + 1 de la fonction sin.
(a-5) En déduire les dérivées d’ordre 2n et 2n + 1 de la fonction cos.
(a-6) Rappeler la formule de Leibniz.
(a-7) Calculer la dérivée d’ordre n de la fonction f : t — t2e,(t).
) Moyenne de e,,.

<

(b-1) Montrer que si w est non nul, alors :

i(1 —eT) 2¢"%" sin(4])
Mr(ew) = wT - wT '

) Montrer que si w est non nul, alors e, est moyennable et que M (e, ) = 0.
) Déterminer Mp(sin) et Mp(cos).
) En déduire que sin et cos sont moyennables et donner M (sin) et M (cos).
) Montrer que eg est moyennable et que M(eg) = 1.
(c) Montrer que la fonction e; est 2m-périodique.
Admet-elle des limites en +00 et en —oc0?
(d) Montrer que la fonction e, est périodique, tout en précisant sa période.
Admet-elle des limites en +00 et en —oc0?

(b-2
(b-3
(b-4
(b-5

1 en résulte que I'ensemble M, est un espace vectoriel.



3. Exemple d’une fonction non moyennable.
On consideére la fonction x¢ définie par :

zo(t) = D) 5 >0
zo(t) =0 si t<0

(a) Vérifier que xg € B.
(b) Montrer, en utilisant une intégration par parties que, pour tout 7> 0 :

ST iln(t+1)
. te
V() — (@) _ L / et
r(z0) = e T/), t+1

(c) Montrer , en utilisant le changement de variable s = In(¢ 4+ 1), que :

_ THT gy L
Mr(wo) = G T G+ 1T

(d) Calculer Tlim Mr(x0), puis en déduire que zp n’est pas moyennable.
— 400

4. Cas particuliers.
(a) Soit x une fonction continue non constante de B, périodique de période P > 0 .
(a-1) Montrer que x n’admet pas de limite en +oo.
(a-2) Montrer que x n’admet pas de limite en —oo.
(a-3) Montrer que pour tout réel a : f5+Px(t)dt = fOP x(t)dt.
(a-4) En déduire que z est moyennable et donner sa moyenne.
(b) Montrer qu’une fonction constante est moyennable et donner sa moyenne.

(c) Soit  une fonction de B telle que . liin x(t) = ¢, on ¢ est un complexe.
— T 00

(c-1) Rappeler la définition concernant cette limite.
(c-2) Montrer que = est moyennable et que sa moyenne est M (z) = c.

(c-3) Montrer que f : ¢+ G;S) est moyennable et donner sa moyenne.

Partie II : Fonctions de carré moyennable.

On dira que la fonction z € B est de carré moyennable si la fonction réelle 7' — Mp (|m|2)
admet une limite finie lorsque 7" — +o0.

Dans ce cas, on appelle moyenne quadratique de x le réel positif :

M (|z|?) = lim My (|z]?) .
() = M (o)
Et on notera My I’ensemble des fonctions de carré moyennable appartenant a B.

1. Etude de quelques exemples.
(a) Vérifier qu'une fonction constante est de carré moyennable et donner sa moyenne
quadratique.
(b) Vérifier que les fonctions e, et zo sont de carré moyennable et donner leur
moyennes quadratiques.
(¢) Montrer f : t — € ost de carré moyennable et donner sa moyenne quadratique.

t+i
(d) Soit x une fonction de B telle que . 1121 x(t) = 0, prouver que = est de carré
—T 00

moyennable et que sa moyenne quadratique est nulle.

2. Structure de I’ensemble M.

(a) Enoncer la formule de I'inégalité triangulaire dans C.
(b) Utiliser I'inégalité triangulaire et montrer que pour tous complexes z; et 2 :

l[21] = |z2]] < |21 — 22|



(c¢) Soient x et y deux fonctions de Mo, montrer que :

My (|2f*) = Mz (ly*) | < (l2lloo + lllloo) [l = ylloc-

(d) Montrer que ’ensemble My n’est pas stable par combinaison linéaire.
Indication : Utiliser les fonctions xg et U qui est définie par :

Ut)=1 si t>0
Ult)=0 si t<0

Il en résulte que l’ensemble Mo n’est pas un espace vectoriel.
* Kk x Kk Kk K Ak

. Fonctions comparables.
Pour 2 € My, on définit sur R la fonction z* : t — 2(t).
On dira que deux fonctions z et y de Mo sont comparables si la limite suivante existe
dans C :
<z,y>= M(zy*) = lim Mrp(zy")
T——+o0

Dans le cas particulier oil < z,y >= 0, on dira que x et y sont orthogonales.
(a) Soient z et y deux fonctions de My telles que, pour tout (a, 3) € C? :
ax + By € Mo.
(a-1) Montrer que |z + y|? = |z|> + |y|? + 2Re(xy*).
(a-2) Montrer que |z + iy|? = |z|> + |y|? — 2iIm(zy*).
(a-3) En déduire que z et y sont comparables et qu’on a :

M (| +y[?) = M(|2*) + M(|yl*) + 2Re(< 2,y >).

(b) Soient x et y deux fonctions orthogonales de May. Montrer que si (a, 3) € C?,
alors ax + By € Mo.
(¢) Que vaut M (|z + y|?) dans ce dernier cas?
(d) Montrer que si w; et wy sont deux réels distincts, alors les fonctions e, et ey,
sont orthogonales.
* ok kK ok Kk kK ok

On peut montrer que si x et y sont comparables, alors 2

[ <2y > < VM (|2)VM(lyP)

. Propriétés de ’application < .,. >.
Soit n un entier naturel tel que n > 2. On considére x,y, 1, T2, ..., Tn, Y1,Y2, - - Yn
des éléments de My et (o, B, a1, o, ..., an, B1, B2, ... Bn) € CH2,
(a) On suppose existence des limites utilisées dans les quatre questions suivantes.
(a-1) Montrer que < azy + fre,y >= a < x1,y > +0 < T2,y >.
(a-2) Montrer que < z,ay; + By >=a < x,y1 > +08 < z,y2 >.
(b) Généralisation par récurrence.
(b

-1) Montrer que < E QpTp,y >= Z ap < Tp,y >.

k=1 k=1
(b-2) Montrer que < z, Z Bryr >= Z Br < x,y >.
k=1 k=1

2¢’est ce qu’on appelle 'inégalité de Cauchy-Schwarz.



n

(c) On considére la fonction x = ) cpe,, , ou n est un entier naturel non nul,
k=1

c1,Co,...,Cn, sont des nombres complexes et wy,ws,...,w, des réels deux a deux

distincts. Montrer, en utilisant la question (I — 3 — d) que :
n
<z,x>= M(|z]*) = Z |ex|?.
k=1

Partie III : Fonction de corrélation.
Pour toute fonction x € B, on définit la fonction de corrélation de z, qu’on note ~, par :
Pour tout 7 € R, 7,(7) =< z,2; >= TlirJrrl Mp(x.(xz;)*) , & condition que cette limite

existe dans C.
Si v, (7) existe pour tout 7 € R, on dira que la fonction z est stationnaire.

1. Exemples de fonctions stationnaires.

(a) Montrer qu'une fonction constante, égale a ¢, est stationnaire et que sa fonction
de corrélation est aussi constante égale a |c|?.
(b) Montrer que si w est un réel, alors la fonction e, est stationnaire et donner sa
fonction de corrélation.
(¢) On reprend ici les hypothéses et notations de la question (I7 — 4 — ¢). Montrer
n
que la fonction z = ) cye,, est stationnaire et donner sa fonction de corrélation.
k=1
Indication : utiliser la question (II — 3 — d).
2. Propriétés.
On considére une fonction stationnaire x.
(a) Montrer que z est de carré moyennable.
(b) Montrer que pour tout 7 € R,  |v,(7)| < 7z(0).
(c) Montrer que pour tout 7 € R,  ~5(—7) = (72)*(7).
(d) Montrer que si w est un réel, alors la fonction y = e,.x est stationnaire
et que pour tout 7 € R :
(1) = (7).
(e) Soit z une fonction 1-périodique (de période égale & 1) appartenant & B, montrer
que z est stationnaire et que sa fonction de corrélation v, est aussi 1-périodique.

3. Coefficients de Fourier complexes.
Pour toute fonction 1-périodique = € B et tout entier relatif k , on pose :

1
ay = /a:(t)e_%rktdt.
0

Les aj, sont appelés les coefficients de Fourier complexes de la fonction x.
On considére les fonctions x : t + sin(27t) ; y : t — cos(2nt) et z : t s ™,
(a) Calculs préliminaires.
(a-1) Exprimer sin(a+b) et cos(a+b) en fonction de sin(a), sin(b), cos(a) et cos(b).
(a-2) Exprimer sin(a—b) et cos(a—b) en fonction de sin(a), sin(b), cos(a) et cos(b).
(a-3) En déduire les expressions respectives de sin(a) sin(b) et cos(a) cos(b) en fonc-
tion de cos(a + b) et cos(a — b).
(a-4) En déduire 'expression de sin(a) cos(b) en fonction de sin(a+b) et sin(a—b).
(b) Montrer que les fonctions z,y et z sont 1-périodiques et appartiennent a B.
(c) Calcul des coefficients de Fourier.
(c-1) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction z.
(c-2) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction y.



(c-3) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction z.
(d) Fonctions de corrélation.
(d-1) Calculer Mp(z), puis par identification de parties réelles et parties
imaginaires, en déduire Mp(z) et Mp(y).
(d-2) Calculer ~,.
(d-3) Calculer ~,.
(d-4) Calculer ~,.
(e) Soit w € R\27Z, calculer les coefficients de Fourier de la fonction e,,.

FIN



