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Ce devoir surveillé est composé d'un problème formé de trois parties dépendantes.
Il est extrait du Concours Commun Polytechnique-2006-MP-maths 2.
Les élèves sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la
précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l'appréciation de
la copie.
Tout essai de plagiat ou de fraude sera sévèrement puni.
Les résultats de calcul devront être centrés et encadrés.
Souligner pour séparer deux réponses consécutives, et surtout n'oublier pas de laisser une
bonne marge pour la notation et les remarques du correcteur.

1 Problème.

Dans tout le problème, Rn est muni du produit scalaire et de la norme euclidiens
canoniques, avec n ≥ 2.
Si x1, x2, . . . , xp sont p vecteurs de Rn, on appelle matrice de GRAM de x1, x2, . . . , xp,
notée G(x1, x2, . . . , xp) la matrice de Mp(R) dé�nie par :

G(x1, x2, . . . , xp) =


< x1/x1 > < x1/x2 > . . . < x1/xp >
< x2/x1 > < x2/x2 > . . . < x2/xp >

...
...

...
...

< xp/x1 > < xp/x2 > . . . < xp/xp >


On notera Γ(x1, x2, . . . , xp) son déterminant : Γ(x1, x2, . . . , xp) = det (G(x1, x2, . . . , xp)).

Partie I :Résultats préliminaires.
On commence par généraliser la notion de déterminant d'une matrice carrée, et on rappelle
les résultats (admis) suivants :

(i) Si A ∈ Mp(R), A′ ∈ Mp−1(R) et α, b1, b2, . . . , bp−1 des réels, avec p ≥ 2, tels que

A =
(

α b1 . . . bp−1

0p−1,1 A′

)
est dé�nie par blocs, alors : det(A) = α det(A′).

(ii) Deux matrices semblables ont le même déterminant.
(iii) Le déterminant d'une matrice triangulaire supérieure est égal au produit de ses
coe�cients diagonaux.

(iv) Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son déterminant est non nul.
(v) Si (A,B) ∈ (Mp(R))2, on a : det(AB) = det(A) det(B).
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1. Déterminants d'ordre quelconque.

(a) Soit A ∈ Mn(R) telle que A =


1 x . . . x

x 1
. . . ...

... . . . . . . x
x . . . x 1

, montrer, en utilisant la

méthode de Gauss, que :

det(A) = (1− x)n−1(1 + (n− 1)x).

A quelle condition sur le réel x la matrice A est-elle inversible ?

(b) Soit A =


1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

, où a, b, c et d sont des nombres réels. Calculer

det(A). A quelle condition sur les réels a, b, c et d la matrice A est-elle inversible ?

(c) Soit A ∈Mn(R) telle que A =


y x . . . x

x y
. . . ...

... . . . . . . x
x . . . x y

.

(c-1) En utilisant la méthode de Gauss, calculer det(A).
(c-2) A quelle condition sur les réels x et y, la matrice A est-elle inversible ?

(d) Soient x1, x2 deux vecteurs de R2.
(d-1) Rappeler la formule de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(d-2) Calculer Γ(x1, x2), et véri�er que Γ(x1, x2) ≥ 0.
(d-3) A quelle condition sur les vecteurs x1, x2 ce déterminant de GRAM est-il
nul ?

2. Noyau d'une matrice.
Si A est une matrice de Mp,q(R), le noyau de A est, par dé�nition :

Ker(A) = {X ∈Mq,1(R)/AX = 0}.

On admet que le rang d'une telle matrice A véri�e : rg(A) = q − dim(Ker(A)).

(a) Si Y =


y1

y2
...

yn

 ∈Mn,1(R).

(a-1) Calculer tY Y .
(a-2) Montrer que tY Y = 0 ⇔ Y = 0n,1.

(b) Soit A ∈Mn,p(R), montrer que Ker(tAA) = Ker(A).
(c) En déduire que rg(tAA) = rg(A).
(d) Soient B = (e1, e2, . . . , en) la base canonique orthonormée de Rn, x1, x2, . . . , xp

sont des vecteurs de Rn et A la matrice de Mn,p(R) dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs x1, x2, . . . , xp dans la base B.
C'est-à- dire que A = (ai,j) 1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ p

avec xj =
n∑

i=1
ai,jei, pour tout (i, j) tel

que 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p.
(d-1) Rappeler la dé�nition du produit de deux matrices.
(d-2) Montrer que G(x1, x2, . . . , xp) =t AA.
(d-3) En déduire que rg(G(x1, x2, . . . , xp)) = rg(A) et que le déterminant de
GRAM véri�e Γ(x1, x2, . . . , xp) = (det(A))2.
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(e) Supposons ici que n = p.
(e-1) Donner une condition nécessaire et su�sante portant sur Γ(x1, x2, . . . , xn)
pour que la famille (x1, x2, . . . , xn) soit liée.

(e-2) Montrer que la famille (x1, x2, . . . , xn) est une base de Rn si, et seulement si
Γ(x1, x2, . . . , xn) > 0.

3. Une première application.
Ici n = 3. L'angle géométrique d'un couple de vecteurs non nuls (u, v) de R3 est le
réel α ∈ [0, π] véri�ant : cos α = <u/v>

||u||||v|| .

(a) Dans la sphère unité.
On note S(O, 1) la sphère unité de centre O et de rayon 1.
(a-1) Donner l'équation cartésienne(normale) et une parametrisation de la sphère

S(O, 1).
(a-2) Préciser l'intersection de S(O, 1) avec le plan d'équation z = 2.
(a-3) Préciser l'intersection de S(O, 1) avec le plan d'équation z = 1.
(a-4) Préciser l'intersection de S(O, 1) avec le plan d'équation z = 1

2 .
Soient A,B et C sont trois points de R3 situés sur la sphère S(O, 1) de centre O
et de rayon 1, et α, β et γ désignent les angles géométriques des couples respectifs
(
−→
OA,

−−→
OB), (

−−→
OB,

−−→
OC) et (

−→
OA,

−−→
OC).

(b) Calculer Γ(
−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC) en fonction de cos α, cos β et cos γ.

(c) Montrer que 1 + 2 cos α cos β cos γ ≥ cos2 α + cos2 β + cos2 γ.
(d) Montrer qu'on a l'égalité si, les points A,B et C sont situés sur un même cercle.
(e) Que peut-on dire de la réciproque de cette dernière question (d) ?

4. Deux autres applications.
(a) Soient a, b et y trois vecteurs de Rn tels que a soit orthogonal à la fois au vecteur

b et au vecteur y.
(a-1) Rappeler les trois identités de polarisation.
(a-2) Rappeler le théorème de Pythagore.
(a-3) Montrer que Γ(a + b, y) = Γ(a, y) + Γ(b, y).

(b) On suppose ici que n = 2.
(b-1) Si (x, y) est une famille libre de R2 et z le projeté orthogonal du vecteur x
sur F = V ect{y}, montrer que Γ(x, y) = Γ(x− z, y).

(b-2) Si A,B et C sont trois points non alignés de R2, montrer que l'aire du triangle
ABC est égale à A(ABC) = 1

2

√
Γ(
−−→
AB,

−→
AC).

En déduire l'aire du parallélogramme ABCD.
(b-3) Calculer alors l'aire du parallélogramme ABCD, où A = (2, 0);B = (−1, 3);

C = (1, 5);D = (4, 2).
(c) On suppose ici que n = 3, et soient A,B, C et D quatre points non coplanaires
de l'espace R3.
(c-1) Montrer que le volume du parallélépipède formé par A,B, C et D est égal
à :

√
Γ(
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD).

(c-2) Calculer ce volume dans le cas où A = (1, 2, 0);B = (1,−1, 3);C = (−1,−2, 0)
et D = (3,−1, 0).

Partie II : Points équidistants sur une sphère.
1. Famille obtus-angle.

Soit (v1, v2, . . . , vp) une famille de vecteurs de Rn dite obtus-angle c'est-à-dire telle
que :

∀(i, j) ∈ [|1, p|]2; i 6= j ⇒< vi/vj >< 0.

On veut montrer que la famille (v1, v2, . . . , vp−1) est libre.
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Soient λ1, λ2, . . . , λp−1 des réels tels que
p−1∑
i=1

λivi = 0.

(a) Montrer par récurrence que si p ≥ 2 et (x1, x2, . . . , xp) une famille de vecteurs
de Rn alors : ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p∑

i=1

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
p∑

i=1

||xi||2 + 2
∑

1≤i<j≤p

< xi/xj > .

(b) Montrer que
∣∣∣∣∣∣∣∣p−1∑

i=1
|λi|vi

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣p−1∑
i=1

λivi

∣∣∣∣∣∣∣∣2.
(c) En déduire que

p−1∑
i=1

|λi|vi = 0.

(d) Montrer alors que λ1 = λ2 = . . . = λp−1 = 0, puis que la famille (v1, v2, . . . , vp−1)
est libre.

(e) Comparer p et n + 1.
(f) Existe t-il une famille obtus-angle à n + 2 éléments ? Que peut-on dire d'une
famille obtus-angle à n + 1 éléments ?

Dans toute la suite de cette partie, on considère un entier naturel m ≥ 2, et une
famille de m vecteurs distincts (x1, x2, . . . , xm) de l'espace Rn, avec n ≥ 2. On dit
que la famille des m vecteurs distincts (x1, x2, . . . , xm) est solution du problème
P (m, t) si :
� tous les vecteurs x1, x2, . . . , xm sont de norme 1.
� pour tout couple (i, j) ∈ [|1,m|]2 : i 6= j ⇒< xi/xj >= t.

2. Résultats préliminaires.
(a) Montrer que si (x1, x2, . . . , xm) est solution du problème P (m, t) alors, pour tout
couple (i, j) ∈ [|1,m|]2; i 6= j ⇒ ||xi − xj || =

√
2(1− t).

(b) Montrer que si (x1, x2, . . . , xm) est solution du problème P (m, t) alors :

Γ(x1, x2, . . . , xm) = (1− t)m−1(1 + (m− 1)t)

Indication : utiliser la question (I − 1− a).
3. Conditions nécessaires.

(a) Montrer que si (x1, x2, . . . , xm) est une famille libre de vecteurs solution du pro-
blème P (m, t) alors t ∈] −1

m−1 , 1[ et m ≤ n.
(b) Montrer que si (x1, x2, . . . , xm) est une famille liée de vecteurs solution du pro-
blème P (m, t) alors t = −1

m−1 , puis que (x1, x2, . . . , xm−1) est libre.
En déduire alors que m ≤ n + 1.

(c) Application :
Existe-t-il dans R3 cinq vecteurs distincts qui deux à deux forment un même angle
obtus θ, c'est-à-dire θ ∈]π

2 , π[ ?
4. Dans le plan R2.

Supposons que n = 2 et que m ≥ 3. Soit (A1, A2, . . . , Am) une famille de points de
R2 telle que la famille (

−−→
OA1,

−−→
OA2, . . . ,

−−−→
OAm) soit solution du problème P (m, t).

(a) La famille (
−−→
OA1,

−−→
OA2, . . . ,

−−−→
OAm) est-elle libre ou liée dans R2 ?

(b) Montrer que m = 3 et que t = −1
2 .

(c) Placer ces points sur une �gure.
5. Dans l'espace R3.

Supposons que n = 3 et que t ∈]−1
2 , 1[, on pose a =

√
2−2t

3 et b =
√

2t+1
3 .

(a) Soit u un vecteur unitaire de R3 et H = (V ect{u})⊥, justi�er l'existence d'une
famille (y1, y2, y3) de vecteurs de H solution du problème P (3, −1

2 ).
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(b) Pour tout i ∈ {1, 2, 3}, posons xi = ayi + bu, montrer que (x1, x2, x3) est une
famille libre solution du problème P (3, t).

(c) Soient α ∈]0, π[, A,B, C trois points de la sphère de centre O et de rayon 1
de R3 tels que les trois angles géométriques des couples (

−→
OA,

−−→
OB), (

−−→
OB,

−−→
OC) et

(
−→
OA,

−−→
OC) soient égaux à α. Montrer que cos α ≥ −1

2 .

Partie III : Théorèmes d'Apollonius.
Dans le plan R2 muni du repère orthonormé canonique (O, e1, e2) , on considère l'ellipse C
d'équation x2

a2 + y2

b2
= 1 où a et b sont deux réels strictement positifs.

On dé�nit l'application ϕ de R2×R2 vers R en posant pour tous U = (u, u′) et V = (v, v′) :

ϕ(U, V ) =
uv

a2
+

u′v′

b2
.

1. Propriétés de ϕ.
(a) Montrer que ϕ est bilinéaire c'est-à-dire linéaire par rapport à ces deux variables.
(b) Véri�er que pour tout vecteur U de R2 : ϕ(U,U) ≥ 0 et que :

ϕ(U,U) = 0 ⇔ U = (0, 0).

(c) Véri�er que ϕ(U, V ) = ϕ(V,U), pour tous vecteurs U et V dans R2.
(d) Montrer que l'application ||.||ϕ : U 7→ ||U ||ϕ =

√
ϕ(U,U) dé�nit une norme sur

l'espace R2.
(e) Montrer que pour tous vecteurs U et V dans R2, on a :

|ϕ(U, V )| ≤ ||U ||ϕ||V ||ϕ.

2. Diamètres conjugués dans C.
On dit que les vecteurs U et V sont des diamètres conjugués de C si
ϕ(U,U) = ϕ(V, V ) = 1 et ϕ(U, V ) = 0.
(a) Véri�er que U0 = (a, 0) et V0 = (0, b) sont des diamètres conjugués dans C.
(b) Donner un autre exemple de deux diamètres conjugués.
(c) Soit M0 = (x0, y0) un point de C, montrer que l'équation de la tangente T à la
courbe C en M0 est xx0

a2 + yy0

b2
= 1.

(d) En déduire que l'équation de la droite D passant par O et parallèle à T est
donnée par ϕ(

−−−→
OM0,

−−→
OM) = 0.

(e) Soit M ′
0 un point d'intersection de D et C, montrer que les vecteurs −−−→OM0 et

−−−→
OM ′

0

sont des diamètres conjugués de C.
Placer les points M0 et M ′

0 sur une �gure.
3. Deux théorèmes d'Apollonius.

Soient M = (x, y) et M ′ = (x′, y′) deux points de C tels que −−→OM et
−−−→
OM ′ soient des

diamètres conjugués de C.

(a) Montrer que Γ(
−−→
OM,

−−−→
OM ′) = Γ(U0, V0) ; où U0 = (a, 0) et V0 = (0, b).

(b) En déduire que :
(b-1) OM2 + OM ′2 = a2 + b2.
(b-2) L'aire du parallélogramme construit sur O,M et M ′ est égale au réel ab.

FIN
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