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Ce devoir surveillé est composé d’un probléme formé de deux parties dépendantes.
Sa premiére partie est extraite du Concours Commun e3a-2007-MP-maths A.
Les éléves sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la
précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour "appréciation de
la copie.
Tout essai de plagiat ou de fraude sera sévérement puni.
Les résultats de calcul devront étre centrés et encadrés.
Souligner pour séparer deux réponses consécutives, et surtout n’oublier pas de laisser une
bonne marge pour la notation et les remarques du correcteur.

1 Probléme.

Partie I : Equivalents et séries.

1. Quelques exemples.

(a) Donner un équivalent simple de w,,, puis en déduire la nature de la série Y u,

dans chacun des cas suivants :

—1)s
a'l) un:m-

(

(a-2) up = F7-

(a-3) up =1In (”fgiiz“)
(a-4) u, = (=1)"

vnlnn+(—1)""
(b) Donner un développement asymptotique de u,, puis en déduire la nature de la

série Y u, dans chacun des cas suivants :

(b-1) uy, = sin (%\/ﬁ) — tan (%\/ﬁ)

(b-2) uy, = na(;(%):)m avec a > 0.

(b-3) wn = (1+ )"
— (=D
(b-4) uy, = ey
2. Cas d’une série alternée.
On considére la série alternée Y (—1)"u,, telle que :
n>0
(i) Vn e N;  u, >0,
(i) lim Yot —q
n—-+oo N
(iii) La suite (u,),cy converge en décroissant vers 0
(iv) Vn € N;  upyo — Uns1 > Ung1 — Un.



+o0
On pose R, = > (—1)*uy, pour tout entier naturel n.

k=n
(a) Signe de R,
(a-1) Enoncer avec précision le critére spécial des séries alternées.
(a-2) Veérifier que R, existe dans R.
(a-3) Comparer les signes de Ry, et (—1)"uy,.
(b) Monotonie de (|R,]) :
(b-1) Montrer que Vn € N;  |Ry| + |Rut1| = un.
Indication : distinguer les cas suivant la parité de n.

+o00
(b-2) Montrer que Vn € Ny |Ry| — [Ryp1| = ZO(—l)p[Un+p — Un+14p)-
=
(b-3) En déduire que la suite (|Ry,|)nen est décroissante.
(c) Un équivalent de R,
(c-1) Montrer que Vn € N; % < |R,| < *-
(c-2) En déduire qu’au voisinage de l'infini : |R,| ~ %*.
(c-3) Conclure qu’au voisinage de l'infini : R,, ~ (—1)"".
(c-4) Quelle est la nature de la série Y R,
n>0

: 1
*Slun:m?

_ ; —_1 9
Ets1un—n2+1.

(d) Application :

On pose u, = ln—", pour tout n > 2.

(d-1) Etudier la monotonie de la fonction # tht
-2) Montrer que (uy,) veérifie les conditions de (i) a (iv).
Déterminer un équivalent simple de R,, au voisinage de l'infini.
q p g
)

La série ) R, converge-t-elle absolument ?
n>2

3. Cas des séries entiéres
Soient (an)nen et (bn)nen deux suites réelles & termes strictement positifs telles que :
an ~ b, au voisinage de l'infini.
On suppose de plus que le rayon de convergence de la série entiére ) a,t" est égal
. n>0
a 400 c’est-a-dire que la fonction f:¢+— f(t) = > a,t" est définie sur R.

n=0
(a) Quel est le rayon de convergence de la série entiére Y b,t"?
n>0

+o00
En déduire que la fonction g : t — g(t) = > b,t" est définie sur R.
n=0
(b) Equivalence de f(t) et g(t) en 400 :

(b-1) Justifier 'existence d’une suite (7, )nen convergeant vers 0 telle que :
Vn eN;  ap =by(1+ ).

Soit m € N.

(b-2) Prouver l'existence de 6, = sup |yn|-
n>m

(b-3) Montrer que pour tout ¢ > 0 et tout m € N :

1
—< -1 —_— On|bnt™.
' ’ mt bm+1tm+1 ;’ |

(b-4) En déduire que f(t) ~ g(t) lorsque t — +o0.
(c) Application
On admet que pour tout réel t, on a : el = %
n=0



oo (14 )"

On consideére la fonction définie par : f:t— f(t) = > ntll ¢" et on pose

n!

n=0
(1 n 1 )n+1
YneN;, a,= #
c-1) Donner un équivalent simple de a,,, lorsque n — 4o0. »
togr)

i g,
n>0
c-3) Montrer soigneusement que f(t) ~ exp(t + 1) lorsque ¢ — +o0.

(c-4) En déduire la limite de f(¢) lorsque t — +o0.

(c-1)
(c-2) Calculer le rayon de convergence de la série entiére C
(c-3)

4. Fonction Zéta de Riemann.

Pour tout réel z, on pose ((z) = > n% On définit ainsi la fonction ¢ de Riemann.
n>1

(a) Etude de la fonction Zéta .

(a-1) Vérifier que le domaine de définition de ¢ est |1, 4+o0].
(a-2) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur |1, 4o00].
Indication : Considérer z et y dans ]1,+oo[ tels que z < y et montrer que

(z) > C(y)-
(a-3) En déduire que lim ((z) = +oo.

z—1t
(a-4) Montrer que pour tout x > 2 et tout entier N > 1, on a :

1§<<x)§zn—1z+ > %

(a-5) En déduire que liI_iI_I ((x) =

(a-6) Tracer sommairement la courbe représentative de la fonction (.
(b) La fonction Zéta est convexe.
P

osons pour tous n > let x> 1: fu(z) = 2

niz-

(b-1) Calculer la dérivée seconde de la fonction f,, pour tout n > 1.
(b-2) En déduire que la fonction f, est convexe,pour tout n > 1.
(b-3

-3) Montrer que pour tous N > 1,z > 1,y > 1 et tout A € [0,1], on a :

N Ny N
> e SAQ ot
n=1 n=1 n:l
(b-4) En déduire que la fonction ¢ est convexe.
(c) Equivalent a I'infini.
. 317z . 2171
(c-1) Calculer xgrfoo S et xkriloo r—
+oo
(c-2) Verifier que ((z) —1—27"% = 23 L pour tout > 1.
n=

(c-3) Montrer que pour tous n >2et > 1:

n+1 1 n
/ trdt < — < / At (%)
n n n—1

(c-4) En déduire que pour tous n >3 et x > 1:

—x _ 2171

N
(N+1)l-2 312 1 (N
<> = <

1—=x 1—=x



(c-5) Montrer alors que pour tout x > 1 :

3171 +oo 1 2171

< — <

r—1" n® =
n=3

x—1"

. . +OO1
(c-6) En déduire que lim ) -5 =0.

T—+00 h 3
(c-7) Prouver donc que ((z) — 1 ~ o lorsque x — +o0.
(d) Equivalent en 1.

(d-1) En utilisant la relation (), montrer que pour tous N >2et x > 1:

<N>1—m<+§:’° L _(N-1t
z—1 Tt z—1

(d-2) En déduire que que ¢(z) ~ -1 lorsque z — 17.
(d-3) Retrouver la limite de ((x) lorsque z — 17.

Partie II : Séries de Dirichlet.

1. Transformation d’Abel.
Soient (vy)nen et (ap)nen deux suites complexes vérifiant les conditions suivantes :
— La suite (Ap)nen des sommes partielles de (v,)pen est bornée, c’est-a-dire qu’il
existe un réel strictement positif M tel que :

VneN; |An| < M.

— La série ) a1 — ay| converge.
— La suite (ay)nen converge vers 0.
(a) Montrer que pour tout (p,q) € N2 avec ¢ >p>1,0n a :

q q—1
Zvnan <M (|O‘p—1’ + |ag| + Z |any1 — O‘n|> ‘
n=p n=p

Indication : remarquer que v, = A,, — A,_1 pour tout n > 1.
n
(b) En déduire que la suite | > vpoy est de Cauchy.
k=0 neN
(c) Montrer que la série ) vy, converge.

(d) Y-a-il en général convergence absolue de ) v, 7 Justifier votre réponse.
(e) Enoncer le résultat ainsi démontré.
(f) Applications.

Dans les trois questions suivantes, on doit utiliser les résultats de la question (/7—1)

précédente.

(f-1) Sila suite (A, )nen des sommes partielles de (vy,)nen est bornée et si (ay)nen
est une suite réelle décroissante en tendant vers 0, montrer que la série > vyay,
converge.

(f2) SiVn € N; v, = (—1)" et si (an)nen est une suite réelle décroissante en
tendant vers 0, montrer que la série Y  v,a, converge.

(f-3) SiVn €N; v, = (—=1)"*! et si (an)nen est une suite réelle décroissante en
tendant vers 0, montrer que la série ) vy, converge. 1

"Dans (IT —1— f —1) et (IT — f —2), on démontre une partie du critére spécial des séries alternées.



Dans la suite de cette partie, on considére une suite (ay,)nen complexe et (A,),>1 une
suite strictement croissante de réels strictement positifs tels que hrJIrl Ap = +00.
n—

—Anz

On pose, pour tous entier n et tout complexe z : u,(z) = ane et on note :

Ic = {x eR/ Zun(x) com;erge}

Iy= {x eR/ Z un(x) converge absolument}

Si ces deux ensembles sont non vides, on note :

oc=Inf(Ic); oa=1Inf(la).

Les quantités o¢ et 04 peuvent étre infinies.

. Cas particulier.

On suppose que A, = Inn, c’est-a-dire que u,(z) = 72 , pour tout entier n > 1 et

tout complexe z.

(a) Déterminer I4,04,Ic, et oc dans chacun des cas suivants :

(a-1) anp =1,Yn e N.
(a-2) ap = % Vn € N*.

(b) Soit zg € C tel que la série ) "2 converge absolument. Montrer que pour tout
z € C tel que Re(z) > Re(zo), alors la série ) | &2 converge absolument.
Indication : remarquer que 72 = 22 3,, ou 3, est & déterminer.

(¢) Déduire de la question precedente que :

(c-1) Si oy = —o0, alors Y uy,(2z) converge absolument pour tout z € C.
(c-2) Si o4 = 400, alors ) u,(2) ne converge absolument pour aucun z € C.
(c-3) Sioa € R, alors ) u,(z) converge absolument pour tout complexe z € C tel
Re(z) > 04.
(d) Quelques propriétés.

(d-1) Montrer que o¢ < o4 < o¢ + 1.
(d-2) Donner un exemple tel que ¢ = 04.
(d-3) Donner un exemple tel que oc + 1 = o04.
(d-4) En prenant a, = In (1 + %) ,Vn > 2, montrer qu’il est possible d’avoir
oc<oa<oc+1.
(e) Convergence de la série.
Soit a un complexe tel que Re(a) > 0.
(e-1) Montrer que m - L= T 2n‘f+2 +o (Qniﬂ), pour n — +00.

1 1 lal
F D ne | ™ pRetT1) Pour n — +00.

1)
2) Prouver que
3)

En déduire que ) (m - n—la) converge absolument.

(e-

(e-

(e-4) Montrer que si zg € C tel que la série ) =
tel que Re(z) > Re(zp) la série ) o2 converge.
Indication : Utiliser la transformation d’Abel.

. Cas général.
On revient ici au cas général.
(a) Etude de 14 et Ic.

(a-1) Montrer que I4 est un intervalle.

(a- )Slan—l—{—(\f) et A\, =In(In(n+1)),vn > 1.

Etablir que I = 0 et Ic = R.
(a-3) Donner un exemple de couple (an, \,) tel que Iy = Ic = 0.



(a-4) Donner un exemple de couple (an, A,) tel que I = Ic = R.
On suppose désormais que I est non vide et minoré.
(b) Montrer que si (a,) est une suite de réels positifs, alors pour tout z € C tel que
Re(z) > o¢ la série Y uy,(2) converge.
(¢) Si maintenant (a,) est une suite complexe, soit x € R tel que x > o¢.
(b-1) Justifier 'existence d’un élément y € I tel que x >y > I¢, puis en déduire
que > a,e” % converge.
Indication : remarquer la relation a,e
transformation d’Abel.
(b-2) Montrer que I est un intervalle.

At — g e~ MY (T-Y)  puis utiliser la

FIN



