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Série d’exercices n°5

Exercice 1.

Soit f une fonction dérivable en un point xq, calculer :
1. lim f(zo+h)—f(zo—h) .

h—0 h

2 lim zf(xo)—xo f(x)

T—Xo

T—xT0
3. lim Lloot3h=rHwo=h)
h—0 h
Exercice 2.

1. La dérivée d’une fonction dérivable T-périodique est-elle périodique ?
2. La dérivée d’une fonction dérivable paire est-elle paire ?
3. La dérivée d’une fonction dérivable impaire est-elle impaire ¢

Exercice 3.
n

Calculer 3" kcos(kz).
k=0

Exercice 4.

Soit f une fonction polynomiale de degré n a coefficients réels, qui posséde n racines réelles dis-
tinctes. Montrer que f' posséde n — 1 racines réelles distinctes.

Ce résultat reste-t-il vrai si f est a coefficients complexes ?

Exercice 5.

1. Montrer que les fonctions sin et cos sont 1-lipschitziennes sur R.
2. Montrer que la fonction t — €™ est lipschitzienne sur R.

Exercice 6.

1. Calculer la dérivée d’ordre n de la fonction f : x — 3%, aquec t € R.
2. Montrer que la dérivée d’ordre n + 1 de la fonction x — z"er est :
(_1)n+1

_ -
xT o2 e

1
T

Exercice 7.
Soient f et g deuz fonctions réelles continues sur [a,b], dérivables sur |a,b].
Montrer qu’il existe c €]a, b| tel que :

(fb) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Exercice 8.
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I vers R.

1. Montrer que si a et b sont deuz éléments de I vérifiant f'(a) <0 et f'(b) > 0, alors il existe
c entre a et b tel que f'(c) = 0.

2. Montrer que f'(I) est un intervalle.

3. Enoncer le théoréme de Darboux ainsi démontré.



Exercice 9.
Soit f continue sur [a,b] avec a < b.

1. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que :

b
10 = = [ e

2. Montrer que l’on peut trouver c €]a,b| vérifiant la condition ci-dessus.

Exercice 10.
Soit f une fonction réelle continue sur [a,b]. Montrer que si :

/ " flapde| = / ' @)de

alors [ garde un signe constant sur [a,b].

Exercice 11.
Calculer les limites des suites suivantes :

1. up=n L
" iy (R
n
2. u, =1 5 sin (7).
k=1
1 n—l\/E
S U, = —=
o

doun= ¢ 11 (14 (2)2).

Exercice 12.
Soit f continue par sur [a,b]. Pour tout n € N, on note :

Uy = f; f(x)sinnxdz et v, = f; f(x)cosnxdz. Montrer que lim wu, = lim v, =0.

n—-+4oo n—-+4oo
Exercice 13.
Soient f et g continues sur [a,b] vers R. Montrer que :

2 s@gta)da] < (fH@2an) " (flote)rar)

2 (L@ +g@)2dr)” < (L @)2de)” + ([ g@)2dr)”

3. Que deviennent ces résultats si f et g sont a valeurs complezes.

1.

Exercice 14.
Calculer les primitives suivantes :

1. [(2iz® 4 3z + 3i — 5)dz.
2. [(x—1i)yzde.

(iz—1)°
i = dr.

x+31
f it de.

. f:z:\/l + xdzx.
. [ 2Pt dr.
. [2?Inzd.

Exercice 15.
Calculer :

S )

=

1 92
1. f mda:, on posera x = 2sin” u.

x 2 _
2. [ (sz)ﬁdaj, 0N Posera r* = cosu.



Exercice 16.
Soit f une fonction de classe C* strictement croissante et bijective de R sur R telle que f(0) = 0.
On définit la fonction F par :

z f(@)
Vo € R; F(x) :/0 f(t)dt+/0 fHt)dt — xf(x).

Donner une interprétation géométrique du résultat.
1. Vérifier que f est un C'-difféomorphisme sur R.
2. Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée F'.
3. Que peut-on déduire.

Exercice 17.
Etudier la fonction :

F:z— /21 L
. Viteid
Exercice 18.
Pour tout x > 0, on définit : N
sin
Montrer que 71:111% f(z) =1n(3).

Exercice 19.
Soit f une fonction & valeurs complexes continue sur [0,1].On définit la fonction F sur [0, 1] par :

Fz) = /0 min(z, £) £ (£)dt.

1. Montrer que F est de classe C? sur [0,1].

2. Calculer F” et en déduire que :

vz € [0,1]: F(z) = /j (/ul f(t)dt) du.

Exercice 20.

1. Trouver toutes les applications continues sur R telles que :
x
fa) - / (x — ) f(t)dt = 2.
0

2. Trouver toutes les applications continues sur R telles que :
) Tty

Vo) €BS f@fw) = [ 1o
Ty

Exercice 21.
Soit f une fonction continue et T-périodique sur R & valeurs complezes.

1. On suppose que fOT f(x)dxz =0, montrer que pour tout réels a et b :

b
lim / f(Az)dx = 0.

A——+o00

2. En déduire que dans le cas général, on a :

lim /bf(/\x)dx _b-a /OT f(2)dz.

A——+o00 T




