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Série d’exercices n°7

Exercice 1.
Résoudre chacune des équations différentielles linéaires suivantes :
1.y —3y=13—2t+5.
—(Int+1
2. (tlnt)y —y= (%H
3. y' — 2ty = sinh(¢) — 2t cosh(¢).
4.y + ysin(t) = sin(2t).
5.y +y= ﬁ
Exercice 2.
Résoudre chacune des équations différentielles non linéaires suivantes :

1.y =e™ %,

2.y —ay? =1

3. y(lny+1)=Inz+1.
Exercice 3.
On consideére Uéquation différentielle :

y —22y=1 (E)

et la fonction g définie sur R par :

g(x) = e_’cz/ e dt.
0

Montrer que g est impaire et de classe C* sur R.

Montrer que toute solution f de (E) est de classe C*° sur R.
Montrer que g est une solution particuliére de (E) sur R.
Résoudre (E) sur R.

Calculer la limite de g en +oo.

Etudier les variations de g.
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Résoudre sur R ’équation (E') suivante :
y +22y=1 (E)

Exercice 4.
On consideére I’équation différentielle :

y+ey=f (E)

ot f est une fonction de classe C*° sur un intervalle I de R, ¢ un réel strictement positif et g la
fonction définie sur I par :

glx) =e* /Ow e f(t)dt.

1. Montrer que g est de classe C* sur I.
2. Montrer que toute solution f de (E) est de classe C*° sur I.



3. Montrer que g est 'unique solution de (E) sur I vérifiant g(0) = 0.
4. Résoudre (E) sur I.
5. Résoudre (E) sur R au cas o f : x — e 77,
Exercice 5.
Résoudre chacune des équations différentielles linéaires suivantes :
1 y" — Ty +12y = 2t3 + .
2.y — 6y +9y = (t2+t+1)e3.
3. y” — 2y’ 4+ 5y = tcosh(3t).
4.y’ + 3y — 10y = sin(2t).
Exercice 6.
Soient a, b, ¢ trois réels, avec a non nul, on considére [’équation différentielle :

az’y” +bxy +cy=0 (Ep).

1. On pose z(t) = y(e'), montrer que y est une solution de (Ey) sur RY si, et seulement si z
est une solution d’une équation (E1) d’ordre 2 a coefficients constants, & déterminer.
2. Résoudre alors (Ey) sur RY .

3. On pose u(t) = y(—e), montrer que y est une solution de (Eq) sur R* si, et seulement si u

est une solution d’une équation (E3) d’ordre 2 & coefficients constants, a déterminer.
4. Résoudre de méme ’équation (Ey) sur R* .
5. Résoudre l'équation 2®y” — dzy' + 6y =0 (Ey), sur RY, sur R* et sur R.
6. Résoudre l'équation 2°y” —xy' +y =0 (Ey), sur R%, sur R* et sur R.
Exercice 7.
Trouver toutes les fonctions f de classe C% sur R% wvérifiant pour tout x >0 :

ra=1(3)-
Exercice 8.

Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant pour tout réel x :

f(@) = f(-=).
Exercice 9.
Résoudre, pour tout réel p > 0, I’équation différentielle :
2 +y? —pry? ™y =0

Exercice 10.
On consideére léquation différentielle :

(1-2%)y —2y' +y=0 (E).
1. En posant x = sint, résoudre (E) sur]—1,1][.
2. Résoudre (E) sur]1,+oo].
3. Résoudre (E) sur ] — oo, —1[.
4. Résoudre (E)

Exercice 11.
Résoudre ’équation différentielle non linéaire :

Y —y—ayy=0

sur R.

On peut poser z = \/y.
Exercice 12.
Résoudre ’équation différentielle non linéaire :

Yy —(y—2)>=0

On peut poser z =y —x — 1.



Exercice 13.
Soient a,b et c trois réels, avec a non nul. On considére ’équation différentielle :

ay” +by +ecy=0 (Eo).

On fize f et g deuz solutions de (Eyp), et on pose pour tout réel t :

Wf,g(t) =

[t g(t)'
f) g@f

Wy.q s’appelle le wronskien de ’équation (Ey).

On dira que la famille (f, g) est libre si les deux fonctions f et g ne sont pas proportionnelles, sinon
on dira que cette famille est liée. Si (f,g) est libre, on dira aussi que c’est un systéme fondamental
de solutions de (Ep).

1.

Montrer que la fonction Wy, est dérivable sur R et que c’est une solution d’une équation
différentielle £ d’ordre 1 a déterminer.

Déterminer alors Wy q.

Montrer que (f,qg) est un systéme fondamental de solutions de (Ey) si, et seulement si la
fonction Wy 4 ne s’annule pas sur R.

Supposons que l'équation caractéristique ar?® +br +c = 0 de (Ey) posséde deuz racines réelles
distinctes T et ro, prouver que f :t — et et g 1t — €2t forment un systéeme fondamental
de solutions de (Ey).

Supposons que l’équation caractéristique de (Ey) posséde une racine réelle double ro, prouver
que [t — et et g:t — te™t forment un systéme fondamental de solutions de (Ep).
Supposons que l’équation caractéristique de (Ey) posséde deux racines complexes conjuguées
a+ B,0u « et 3 sont réels et 3 > 0, prouver que f :t — e* cos(ft) et g : t — e sin(ft)
forment un systéme fondamental de solutions de (Ey).

Montrer que dans chacun des trois cas précédents, si h est une solution de (Ey), alors elle
s’écrit comme une combinaison linéaire de [ et g.

Soient to, A, B trois réels et d une fonction continue sur R, montrer que l’équation (E) :
ay” + by’ 4+ cy = d(t) admet une solution unique h vérifiant les conditions initiales :

h(te) = A, h(to) = B.

Exercice 14.
On consideére l’équation différentielle, dépendant d’un paramétre réel A suivante :

z(1—2)y" + A= (A+2)z]y —Ay=0 (E).

On suppose que le réel A est non nul.

1.
2.

3.

4.
5.

En posant z = (1 — z), résoudre (E) sur tout intervalle ne contenant ni 0 ni 1.
Montrer que les solutions de (E) sur ] — oo, 1] sont de la forme :

a+ Bzt
1—2z

frx—
Montrer que les solutions de (E) sur R% sont de la forme :

1— xl—)\

frx—a 1=

Résoudre (E) sur R.

Résoudre (E) sur R, au cas ou A = 0.



