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Série d’exercices n°9

Exercice 1.

1. Soient vi,va,...,vq des vecteurs de R, montrer que :
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2. Soient x1,xa,...,xq des réels strictement positifs tels que Y xr = 1, montrer que :
k=1
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> o > d?. Etudier le cas d’égalité.
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Exercice 2.
Soient a1,a2,...,aq,b1,b2,...,bg,c1,Ca,...,cq des réels positifs, montrer que :
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Exercice 3.
Une famille (v1,va,...,v,) de vecteurs de R? est dite obtus-angle si, et seulement si :

V(i,5) € [|1,p]]% i #j=<v;/v; ><0.

1. Montrer par récurrence sur Uentier p > 2, que si (v1,v2,...,v,) est obtus-angle, alors la
famille (v1,v2,...,v,—1) est libre.
2. Si (v1,v2,...,0p) est obtus-angle, comparer d+ 1 et p.

3. Existe t-il une famille obtus-angle ¢ d + 2 éléments ?

4. Que peut-on dire d’une famille obtus-angle o d + 1 éléments ?
Exercice 4.
Soit (e1,€e2,...,ep) une famille de vecteurs normés de R? wvérifiant :

p
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1. Montrer que la famille (e1,eq,...,ep,) est orthogonale.

2. En déduire que (e1,eq,...,ep,) est une base orthonormée de RY et que p = d.
Exercice 5.
On considére le sous-espace affine F de R* défini par :

F = {($1,$2,$3,l‘4) S R4/l‘1 +xot+x3t+rs =101 — 22 +2x3 = 1}.

On note F la direction de F.
1. Déterminer une base orthonormée By de F'.

2. Déterminer une base orthonormée By de F~+.
Que peut-on dire de la famille B =18, U By ?



3. Déterminer le projeté orthogonal P du point A = (1,1,1,1) sur F, puis calculer d(A,F).

Exercice 6.
Soit (e1,ea,...,e,.) une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F de R?. Pour tout v € R?,
on note p(x) la projection orthogonale de x sur F.
T
1. Montrer que pour tout x € R%;  p(z) = < x/eg > eg.

k=1
2. Montrer que pour tout x,y € R? et tout réel \:  p(z + \y) = p(z) + \p(y).

Exercice 7.
Soient H un hyperplan de R? et a un vecteur normal a H. Pour tout vecteur z, on note p(z) la
projection orthogonale de x sur H .

1. Montrer que pour tout x € R, p(z) =z — %a.

2. Dans R3, déterminer la projection orthogonale d’un vecteur (xo,%o,20) sur le plan vectoriel
P d’équation x —y+ z = 0.
Exercice 8.
Dans R3, on note e; = (1,0,1),e2 = (1,0,2),e3 = (1,1,1).
1. Montrer que B = (e1,e2,e3) est une base de R3.
2. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, construire une base orthonormée de R3 & partir de
la base B.
Exercice 9.
Déterminer la distance du point A = (1,2,3) a chacune des deux droites suivantes :

) r+y—2z=1
1. D1.{ % —y+24+1=0

r=142t
2. Dy : y=2—1t avecteR.
z=242t

Exercice 10.

Dans R?, on dit qu’une droite D est tangente a un cercle C de centre Q) et de rayon R si DNC est
un singleton.

Montrer que la droite D est tangente au cercle C si, et seulement si d(2, D) = R.

Exercice 11.
On considére A et B deux points distincts du plan R? et un réel k.

—_—
1. Déterminer l’ensemble des points M de R? vérifiant MA.MB = k.

2. Déterminer l'ensemble des points M de R? vérifiant MA = EMB.
Discuter suivant le signe du réel k.

Exercice 12.
Soient a,b et c trois vecteurs de R3, montrer que :

aN(bAc)+cA(anb)+bA(cha)= 0.
Exercice 13. ) )
Soit a un vecteur non nul de R3, on définit l’application ¢ : R® — R .
z—p(r)=cANa
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. ¢ est-elle injective ? bijective ?
3. Montrer que @3 et ¢ sont proportionnelles.

Exercice 14.
Soit (ABC) un triangle équilatéral de coté 1, déterminer ’ensemble des points M du plan vérifiant
MA? + MB?+ MC? =2.



