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Série d’exercices n°14

Exercice 1.

Donner la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants :
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3. up = ==y, avec a >0 et b > 0.
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Exercice 2.

Donner la nature de la série de terme général u, dans chacun des cas suivants :
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Exercice 3.
FEtudier la convergence, puis calculer la somme des séries suivantes :

1
1. 7§1 n(n+1)"°

2. > .
1
n20n+n+

3. > In(l1-2).

n>2
4. Y In(cos 5% ), avec a €]0, 3.
n>0
Exercice 4.

Montrer que la série de Bertrand : > yw converge st, et seulement si
>2

1
na(lnn
a>1 ou (a=1 et b>1).

Exercice 5.

Montrer la convergence, puis calculer la somme des deuz séries >, x™ cos(nf) et Y x"sin(nf),
n>0 n>0

ot x et 0 sont réels, avec x €] —1,1][.
Exercice 6.
Donner la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants :
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2. up = (—1)*(Vn+1—/n).

1. u, =
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Exercice 7.
Soit (un),cy une suite réelle a termes positifs, on pose pour tout n € N : v, = 1122 .

1. Montrer que si Y u, converge, alors Y v, converge.
2. Montrer que si ) u, diverge et si (u,), y est majorée , alors ) v, diverge.
3. Donner un exemple tel que > u, diverge et > v, converge.

Exercice 8.
Donner la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants :

bn
1. un:‘ga—n, avec a >0 et b > 0.
In(n!
2. un:%.
n
3. up =n! [ sin 5.
k=1

4o Uy = C%, avec p un entier tel que p > 2.
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Exercice 9.
Soit (un),cy une suite réelle décroissante a termes positifs telle que ) u, converge.

1. Montrer que (nu,), .y converge vers (.

2
P 2 u, u
2. En déduire la convergence de 3 nu;,> . 14— et 3 -

Exercice 10.
Soit (un), ey une suite réelle a termes strictement positifs telle que liT il — |, avec | € Ry.
n—-+oo n

1. Montrer que lim /u, = 1.
2. Que peut-on en déduire ?

Exercice 11.
Soit ¢ une bijection de N* dans lui méme et a un réel positif. Etudier la nature de la série ) “"n&.

Exercice 12.
Soit d(n) le nombre de diviseurs (positifs) de n € N*. Calculer le rayon de convergence de la série
entiére Y d(n)z".
n>1
Exercice 13.
Calculer le rayon de convergence de la série entiére Y anx™ dans chacun des cas suivants :

n>0
1. a, =n=D",
2. an = sh(n).
5. an = Gty
4. a, = <2+ ﬁ)n
5. a, = 0

n
Exercice 14.
Soit R le rayon de convergence de la série entiére Y a,z"™. Comparer R auz rayons de convergence
des séries entiéres suivantes :

1. Y n%apz", ot « est un réel quelconque.
2. Y a2z,
3. S aneVner.



4. Y a2
5. % apz"

Exercice 15.

1. Soient u, et v, les termes générauzr de deux séries o termes réels strictement positifs et

ng € N tel que :
Vn > ng : Untt < U"—H.

Un Un
(a)- Montrer que si Y v, converge, alors Y u, converge.
(b)- En déduire que siy_ u, diverge, alors Y v, diverge.
Soit u, le terme général d’une série a termes réels strictement positifs, supposons qu’il existe
un réel B tel que uZ—:l =1- B + 0( ) lorsque n — +oo, et on considére la suite de terme
général v, = nla , 0l « est un reel quelconque différent de 3.
(a)- Donner un équivalent simple de la différence “242 — Zntl,
(b)- En appliquant la question 1, avec un choix adequat de a montrer que :

B8>1= > u, converge et < 1= > u, diverge.
(c)- Enoncer le résultat ainsi démontré : c’est la régle de Raabe- Duhamel.

(d)- Etudier la nature des séries S 3X25>;47XX6 ;((22:“ ety (a+1)(a$721)!...(a+n)'

On traite ici le cas B =1 dans un cas particulier.

On considére Y u,, une série a termes réels strictement positifs et on suppose qu’il existe une
suite (Vn ), cy VErifiant les deux conditions suivantes :

(i) > v, converge absolument.

(i1) “Z—le—%—i—vn.

(a)- Montrer que les séries Y, %= et Y vz convergent.

(b)- On pose a, = In(nuy,), montrer que la série > (ant1 — an) converge.

(c)- En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que u,, ~ %, puis donner la nature de la série

> U

4 . L. 2X4X6...x(2n) 2
(d)- FEtudier la nature de série y [m} .

Exercice 16.
Soit o un réel strictement positif, pour tout n > 1 on pose :

1.
2.
3.

/.

Donner le développement limité de u,, a l'ordre 2 lorsque n — +oo.
Donner un équivalent simple de u,, lorsque n — +o00.

Montrer que > u, converge si, et seulement si o > %
n>1

Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que » u, converge absolument.
n>1

Exercice 17.
Donner la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants :

1.

U, = (=)™ (tanﬁ — sin ﬁ)

2. uy = (1 - ﬁ) .
3. u, = sin(mv/n* + 1).
4.
5

. Uy = —F———, avec a > 0.
n /na+(71)n7 >

(71)"\/727+sin n
(—1)"

Uy =



